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1 Optimizacijski problemi

Radi bi nasli min ali max (skupno re¢eno opt) vrednost dolodene funkcije (kriterijska funkcija), ki slika v R, na neki
mnozici (dopustna mnoZica dopustnih resitev).

Zgled. Nekaj zgledov:

f:[-1,2] = R, z+ 2% -2z + 1 Optimume najdemo z znanim postopkom: izra¢unamo odvod, preverimo
stacionarne tocke in krajisca.

F:00,2)x[1,4 = R; 22— 32y +y*+42 — 5 Optimume najdemo z znanim postopkom: izra¢unamo parcialni
odvod, preverimo stacionarne tocke in parametriziramo rob in najdemo ekstreme Se na robu.

Kmetija ima 50 hektarov zemlje in goji pSenico, koruzo in krompir z naslednjimi lastnostmi:

| poljstina | delovna sila [€lovek ura na hektar] | strosek [evro na hektar] | dobi¢ek [evro na hektar] |

pSenica 60 400 240
koruza 80 600 400
krompir 100 480 320

Tabela 1: Specifikacija problema kmetije

Na voljo imajo 5000 ¢lovek ur, 24000 evrov kapitala. Maksimizirajmo dobicek.

Nage spremenljivke so pSenica (1), koruza (x2) in krompir (z3). Nalogo resimo s spodnjim optimizacij-
skim problemom — problemom linearnega programa/linearne optimizacije:

max 240x; +400x2 +320x3
1 +x2 +a3 <50
60z, 480z +100x3 < 5000
400x7 +600zy +480x3 < 24000

T, T2, x3 >0
Jabolka Imamo 2n jabolk s teZami wy,...,ws,. Razporedi jih v dve koSari, v vsako n jabolk, da je razlika tez
¢im manjSa. Spremenljivke: z; € {—1,1} (=1 za levo, 1 za desno kosaro) za i € {1..2n}. Optimizacijski

problem

2
min Z w;T;|  PpP-p- zn:xi:O
i=1

ie{l..2n}

ni linearen program, ker kriterijska funkcija ni linearna v spremenljivkah.

Most Stiri osebe (Ana, Barbara, Cvetka in Darja) Zelijo preckati most. Preckata ga lahko najve¢ dve osebi
hkrati. Imajo le eno svetilko. Ana precka most v eni minuti, Barbara v dveh, Cvetka v petih in Darja v
desetih. Izrac¢unaj minimalni potreben ¢as, v katerem lahko vse preckajo most.

Nalogo re$imo z utezenim grafom stanj G = (V, E), kjer so V moZna stanja, F moZni prehodi med stanji
in utezi povezav porabljen ¢as za prehod med stanji. Stanje je oblike {0, 1} x 2{4.B,C.D} iy ponazarja, na
kateri strani mostu je svetilka in katere osebe so na zacetni strani mostu. Zacetno stanje je ABCD — ()
(svetilka in vse osebe so na zafetni strani mostu), ciljno pa ) — ABCD (svetilka in vse osebe so na konéni
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strani mostu). UteZ povezave je izraZzena v minutah, potrebnih za prestavitev med stanji in predstavlja
maksimum prehodnih ¢asov oseb, ki preckajo most. Da najdemo optimalno pot med zacetnim in ciljnim
stanjem, uporabimo Dijkstrov algoritem.

Plavalci Imamo Sest plavalcev s podanimi ¢asi po disciplinah

prsno hrbtno delfin prosto
65 73 63 57
67 70 65 58
68 72 69 55
67 75 70 59
71 69 75 57
69 71 66 59

ST W N

Sestaviti zelimo ¢imhitrejSo Stafeto, torej vsaki disciplini zelimo prirediti natanko enega plavalca, ki bo
to plaval v tej disciplini, pri pogoju, da lahko plavalec plava v najve¢ eni disciplini.

Izdelamo poln dvodelni graf K4 ¢ z utezmi na povezavah, ki predstavljajo ¢as plavalca v disciplini. I¢emo
popolno prirejanje iz X v Y. Vseh je 6%. Is¢emo tisto z najmanjso vsoto — najcenejse popolno prirejanje
iz X vY. Problem resimo z madzarsko metodo z utezmi.

TSP Problem potujocega trgovca. Podana je matrika z razdaljami med mesti:

Ljubljana London Madrid Pariz Rim

Ljubljana 0 5 10 5 10
London 5 0 10 1 5
Madrid 10 10 0 5 5

Pariz 5 1 5 0 1
Rim 10 5 5 1 0

Navodilo: Iz Ljubljane obis¢i vsa mesta in se vrni v Ljubljano ¢im ceneje. Vsako mesto obis¢i tocno
enkrat. ReSitev: Izdelamo uteZen polni graf z mesti za vozliséa in razdaljami med njimi za utezi na
povezavah. IS¢emo najcenej$i Hamiltonov cikel. Za ta problem ne obstaja uc¢inkovit algoritem.

Definicija. Optimizacijski problem je trojica (max/min, kriterijska oziroma ciljna funkcija f , dopustna mnoZica
oziroma mnoZica dopustnih resitev oziroma feasible set §2). Is¢emo optimalno resitev a* € Q 2: Vo € Q: f (z*) >
f(x) oz. f(z*) < f(x). Optimalna vrednost je f (x*), kjer je * optimalna reSitev. ,ReSiti optimizacijsko nalogo®
pomeni ,poiskati optimalno resitev*.

Optimizacijski problemi se delijo na:

e nedopustne: mnozica dopustnih resitev je prazna. Primer: (max,z,z < 1Az > 2).
e dopustne: mnozica dopustnih reSitev ni prazna. Ti se dalje delijo na:

— neomejene: f lahko doseZe poljubno velike vrednosti. Primer: (max,z,z > 0).
— neoptimalne: ni ustrezne resitve, a problem ni neomejen: Primer: (max,z,z < 5) (opazi: strogo manjse).

— optimalne: ima resitev. Primer: (max, —z,2z > 0) (optimalna resitev je * = 0 z vrednostjo f (0) = 0).

1.1 Linearno programiranje

Definicija. Linearni program/LP je optimizacijski problem, pri katerem je f linearna funkcija in Q@ C R™ je podana
z linearnimi enakostmi in neenakostmi oblike ayzy + + -+ 4+ an2, B b, kjer je & € {<,>,=} (ne pa tudi < in >).
Pravimo, da je LP v standardni obliki, ¢e

e iS¢emo maksimum,
e (2 je podan s samimi < (brez =,>) in

e za vse spremenljivke velja, da so nenegativne.



Torej LP v standardni obliki izgleda takole:

max cx1 + -4 CnTn
p.-p. aury +--+ awmT, <b

am1T1 +-+ AmnTn S bm
Z1, Tm >0

Tipi¢no je maksimizacija dobi¢ka LP v standardni obliki. Simpleksna metoda deluje na LP v standardni obliki.
Trditev. Vsak LP je ekvivalenten nekemu LP v standardni obliki.
Dokaz. Pretvorbe

e min f — max —f

ea>b——a<-b

ec=d—c<dAnd<c

o 1; <0z} =—z;,2, >0
< . N . e,
e z; =0z = xl — 2 Nl xf > 0 — vsako Stevilo lahko izrazimo kot razliko dveh pozitivnih stevil
ohranijo optimalne resitve. O

Zgled. Oglejmo si pretvorbo danega LP v LP v standardni obliki:

min 211 —3xy a3
p-p.  T1 +a2 <4
31’1 —T2 —X3 Z 1
219 +5x3 = —1
Vpeljemo z5 := —x3 in 22 = 4 — 24 in popravimo neenakosti, enakosti in opt ter kriterijsko funkcijo po zgoraj
opisanih pretvorbah. Dobimo
max —2x; +3xh -3z +af
p.-p. I +a,  —xf <4
=3z 4wy, —xy  —ah < -1
2z, =2z 45xf < -1
—2z4 224 —bzf <1
z1, xh, xh, xh >0

1.1.1 Konveksna mnozica

x4+ (y—x)- A = (1=XNz+ My je parametrizacija tock na zy—premici. Za A € [0,1] pa je to parametrizacija
zy—daljice.

Definicija. A C R (ali poljuben vektroski prostor nad poljem R) je konveksna, ¢e velja Va,b € A\ € [0,1] :
(I-=XNzx+ Ay €A

Dejstvo. Za A C R se izkaZe, da je A konveksna < A je interval.

Dejstvo. Krogla R v R™ je konveksna, kajti

2l [yl < B = [I(1 =X 2+ Ayl < [I(1=A) z|[+[xyll = [1 = Al[=][+Alyl] = (1= M) [lzl[+A [lyl] < (1 = A) R+AR = R
Nadalje so v R™ konveksne Se premica, ravnina in kocka.

Trditev. Vsak linearen podprostor v R"™ je konveksen.

Dokaz. Ceje z,y €V, je Az + py € V, torej tudi za \ € [0,1] inp=1-\ O

Trditev. a +V je tudi konveksna za V podprostor. Naj bo z,y € V.



Dokaz.

A-=Nz+ deV=0-N@+a)+Ay+a)=1-Nz+ x+(1-Na+da=1-Nz+AXy+acV

Trditev. Polprostor je tudi konveksen.

Dokaz. Naj bo polprostor definiran z enac¢bo H = {x CV;a -z = a121 + -+ + apx, < b}. Imejmo z,y € H, se
pravi velja
I ez 4+---+apr, <b in

I aiy1 +- -+ anyn <0
Naj bo A € [0,1] in

n

I=Nz+ry=> (1-Nai+ry) /-a
=1

po L. in II.

a((l—)\)x—l—)\y):Zai((l—)\)xi—i—/\yi):(1—)\)Zaixi+)\2aiyi < A+ (1-Nb=,
i=1 i=1 i=1

torej skupaj (1 — A) x + Ay < b — polprostor je konveksen. O

Definicija. Pravimo takole: Ax + uy je linearna kombinacija, Az 4+ py ob = + y = 1 je afina kombinacija, Az + py
ob A\, t > 0A X+ p =1 je konveksna kombinacija, Ax + uy ob A, u > 0 pa je nenegativna kombinacija.

Trditev. Za A, B konveksni je AN B konveksna in za {A;; i € I € N} je (,o; A; konveksna.

Dokaz. Naj bosta z,y € ();c;cy As in A € [0,1]. Velja Vi€ I: (1 —X)x+ Ay € Ay, ker je A; konveksna in ker sta
z,y v A; zaradi lastnosti preseka. O

Opomba. Unija ni nujno konveksna.

Trditev. Naj bo P LP. Velja Q2 konveksna in mnoZica optimalnih resitev Q* = {z* : £* optimalna resitev} konveksna.

Dokaz. Q) je presek polprostorov, torej je konveksen. Ce je Q* = 0, je konveksen, sicer pa
e 2V ={zeQf(xr)=f(z)} =N {z poljuben; f (x) = f (")}

in Q je konveksen, {x poljuben; f (x) = f (z*)} pa je hiperravnina (ker je f linearna je izraz f (x) = f (z*) oblike
ai1x1 + -+ + apx, = ¢) in zato konveksna. Njun presek je po prejdnji trditvi tudi sam konveksen. O

Linearne programe z dvema spremenljivkama lahko resujemo grafi¢no. Pogoji so premice, ki razsekajo prostor
in omejijo mnozico resitev, kriterijska funkcija pa doloca vektor, ki kaze proti optimalni vrednosti.
1.2 Simpleksna metoda
Definicija. LP v std. obliki

max c1T1 4+ CnTn
p.-p- anrr +-+  aT, <br

am1T1  +- ot GmnTn

<
T, - T >
lahko zapiSemo v matriéni obliki kot
C1 bl
c= : eR™ b= : eR™, A= [aij]ie{l..m},je{l..n} e R™"  maxc’z p.p. Az <b,z>0.
Cn b

Orodje za resevanje LPVSO je simpleksna metoda. Naj bo P LPVSO.



1. Delimo vse enacbe z najvecjim skupnim deliteljem. Za primer kmetije od prej:

max 3ry +bze  +4zs
T +xo +x3 <50
3r1 +4xe  +dx3 < 250
1027 +15x29 +12x3 <600
1, To T3 >0

s

2. NapiSemo prvi slovar: To so vpeljane dopolnilne spremenljivke. Toliko jih je, kolikor je omejitev:

Tpt1 = b1 —a11®1 — -+ — A1y

Tptm = bm — Qm1%1 — -+ — Qmp Ty
Za zgornji primer je prvi slovar
z4 =50—21 — 29 — T3
x5 = 250 — bz — 4xo — 311
xrg = 600 — 1027 — 1529 — 1223
z = 3x1 + bwe + 43 (funkcija, ki jo maksimiziramo)
Dobimo slovar z m + 1 ena¢bami: m baznih spremenljivk in spremenljivka z so izraZzene s preostalimi n

nebaznimi spremenljivkami. Prvi slovar so dopolnilne spremenljivke, izrazene s prvotnimi, torej dopolnilne so
bazne, prvotne pa nebazne.

Pravimo, da je slovar dopusten < konstantni koeficienti pri vseh baznih spremenljivkah so nenegativni (v
primeru so to {50,250,600}), kar pri prvem slovarju pomeni Vi : b; > 0. Ce Yi b0, uporabimo dvofazno
simpleksno metodo (kasneje). Zaenkrat predpostavimo dopustnost.

V simpleksni metodi tudi za dopolnilne spremenljivke velja, da so vselej nenegativne.

3. Ce je slovar dopusten, nam daje bazno dopustno resitev: vse nebazne spremenljivke postavimo na 0. Sedaj
zelimo povecati z. Izberemo nebazno spremenljivko s pozitivnim koeficientom v kriterijski funkciji z. Re¢emo
ji vstopna spremenljivka. Vzamemo tisto bazno spremenljivko, ki nam zapoveduje najnizno zgornjo mejo za
vstopno spremenljivko ZDB izberemo tisto, ki nas najbolj omejuje, ko Zelimo vstopno spremenljivko ¢im bolj
povecati. Tej pravimo izstopna spremenljivka (z¢). Nastavimo vhodno spremenljivko na to zgornjo mejo.
Tedaj je 9 = 0. Zamenjamo vlogo xo in vstopne spremenljivke (tako da izrazimo vstopno — sedaj vstopna
postane bazna spremenljivka) in postopek nadaljujemo.

Vprasanje. Katero kandidatko za vstopno spremenljivko izberemo? Vseeno je. Lahko recimo izberemo

e tisto z najmangsim indeksom,
e tisto z najvecjim koeficientom v z (v praksi nekoliko hitrejSe racunange) ali pa

e tisto, kjer lahko z najvec povecamo upostevaje omejitve in koeficiente (pravilo najvedjega povecanja,).

Vsaka bazna spremenljivka nam pove, za koliko se lahko povefa vstopna spremenljivka. Za izstopno spre-
menljivko (zg) izberemo tisto, ki vstopno najbolj omejuje. Vrstici v bazi s to spremenljivko pravimo ,pivotna
vrstica®.

Ce je koeficient vstopne spremenljivke pri kaksni bazni spremenljivki > 0, nam to ne daje omejitve za vstopno
spremenljivko oziroma z; < co.

Ce nam nobena bazna spremenljivka v nekem trenutku ne omejuje vstopne spremenljivke, je problem neomejen
— konc¢amo.

Degeneriran korak simpleksne metode: lahko se zgodi, da je ena od omejitev x; < 0. V tem primeru se
vrednost kriterijske funkcije ne poveca.

V pivotni vrstici vstopno spremenljivko izrazimo z ostalimi nebaznimi spremenljivkami in izrazeno vstopno
spremenljivko vstavimo v vse ostale vrstice slovarja.



V naSem primeru naj bo o vstopna. Baza nam poda naslednje omejitve: x5 < 50, zo < 24@, To < % =40
(slednje najbolj navzdol omeji z2, zato bo tretja vrstica baze pivotna in zg vzamemo kot izstopno spremen-
ljivko). Takole preuredimo pivotno vrstico, da izrazimo xs:

26 = 600 — 1021 — 1529 — 1223

152 = 600 — 102y — 1225 — 26 /: 15

_ 402 4 1
To = 31‘1 5l‘3 151‘6

Nato to izrazavo xo vstavimo v prvi slovar:

=50 40 2 1 !
Ty = T 3331 5%‘3 153’56 I3

2 4 1
r5 = 250 — 321 — 4 (40 — gxl — ng — 15x6> — b5x3

1
1576

2 4
LE2:407§I175
2 4 1
Z:3$1+5<40—3$1—5£L’3—15(E6> +4(L’3

In po pokrajSanju iz tega dobimo drugi slovar:

2 4 1
To = 40 — g.’I}l — gl'?) — ExG
1 1
Ty = 10 — g.’L’l — 51‘3 + E,’L‘G
90 1 +
T5 = — I — X —x
° 375 TS
1 1 1 1
z =200 — §1’1 + 0x3 — §x6 =200 — gzl - gxﬁ
4. Ko v z v slovarju naposled ni ve¢ nobene spremenljivke s pozitivnim koeficientom, smo konc¢ali — nasli

optimalno reSitev. Spremenljivke, ki ostanejo v z in imajo negativen koeficient, nastavimo na 0. Tiste, ki
imajo v z nicelni koeficient (= jih ni v 2), vzamemo kot parametre reitve. Optimalna vrednost je nato
vrednost z (prosti koeficient brez spremenljivke). V naSem primeru:

4 1 9
27 =0, z5=0, z3=t 2z*=200, x§:40—gt, szlO—gt, x§=90—3t

Meje za parametre dobimo tako, da upostevamo, da morajo biti vse spremenljivke pozitivne. V naSem primeru
* 4 * 9 *
x2:40—5t202>t§50 x5=90—gt20:t§50 T3 =t>0=1t>0 =t € [0, 50]

Konkretno resitev najdemo tako, da fiksiramo parametre v njihovih mejah. Recimo v naSem primeru t = 0.
Tedaj 7 = 0, x5 = 40, 5 = 0, z} = 10, zf = 90, ¢ = 0. Torej je ena veljavna reSitev posejati samo 40
hektarov koruze in nobenih drugih poljs¢in.

Optimalne vrednosti baznih spremenljivk nam povedo, koliko bi e lahko zmanjsali mnozico dopustnih resitev
oziroma vrednosti b;, da bi Se vedno nasli dano fiksirano resitev. V tem primeru za ¢ = 0 dobimo z} = 10,
x5 = 90, 5 = 0. Toda pozor, enacbe smo delili z najve¢jim skupnim deliteljem. Ce to razveljavimo (dobljene
vrednosti mnozimo s tem istim deliteljem), dobimo z}’ = 10-1 = 10, ¥’ = 90 - 20 = 1800, z§’ = 0-40 = 0.
To pomeni, da kmetiji ostane Se 10 hektarov neobdelane zemlje in 1800 ¢lovek ur delovne sile, sredstev pa jim
ne ostane vec¢ nic.

Optimalno vrednost kriterijske funkcije dobimo tako, da vzamemo konéen z in razveljavimo morebitno deljenje
iz zafetka postopka reSevanja. V tem primeru smo delili z 80, torej je kon¢na optimalna vrednost z*' =
200 - 80 = 16000 evrov dobicka.



Dejstvo. Ali se simpleksna metoda zagotovo ustavi? Ne. A wvendar je slovarjev konéno mmnogo — (m:"), torej se
simpleksna metoda lahko zacikla v ciklu samih degeneriranih korakov. Ciklanje je izjemno redek pojav, ki se mu

lahko izognemo.
Izrek. Ce uporabljamo pravilo najmanjSega indeksa za vstopne in izstopne spremenljivke, do ciklanja ne pride.
Dokaz. Ne bomo dokazali. O

Dejstvo. Casovna zahtevnost simpleksne metode je nepolinomska. Oglejmo si primer (Klee-Minty):

max 100x; +10xs +z3

Tq S 1
20x1 420z +x3 < 10000
L1, x2, x3 Z 0

Z metodo najvecjega koeficienta bomo za reSevanje tega LPVSO potrebovali 7 korakov oziroma v splosnem 2™ — 1.
Ce pa Ze takoj za vstopno spremenljivko izberemo x1, pa bomo potrebovali le en korak.
Torej: v teoriji je simpleksna metoda lahko pocasna, v praksi pa je zelo ucinkovita in hitra (obéasno mlogn).
Obstajajo tudi dokazljivo polinomske metode (recimo elipsoidna metoda ali metoda notranjih tock) za reevanje
linearnih programov — linearno programiranje je v skupini problemov P.

Geometrijsko simpleksna metoda izgleda kot sprehajanje po oglis¢ih poliedra, dokler ne pridemo do maksimuma.

Vprasanje. Kaj pa, ée Yib;7>>07 Oglejmo si primer. Imejmo dva tipa vitaminskih tablet — Polivit in Oligovit —
in tri vitamine, B, C in D.

’ \ Vitamin B \ Vitamin C \ Vitamin D | cena na tableto

Polivit 1 4 1 12
Oligovit 1 1 2 10
dnevna potreba 7 13 8

Tabela 2: Vitaminske tablete

Cim ceneje Zelimo potesiti dnevno potrebo po vitaminih. To lahko izrazimo z naslednjim linearnih programom:

min 12z; 410z,

p. p. I +22 >7
4 +x9 > 13
T1 +2z9 > 8

x1, i) >0
Prepisimo ga v standardno obliko:
max —12x7 —10x9
p. p.  —x1 -T2 <=7
74%1 —X2 S —13
—T1 —21’2 S —8
21, T2 >
Problema z doslej znano enofazno simpleksno metodo ne moremo resiti, ker Yi+b7>"0. Lahko ga resimo z dvofazno
simpleksno metodo.
1.3 Dvofazna simpleksna metoda
1. Prva faza: Preverimo dopustnost. Ker b; ni nujno > 0, ;1 = --- = x, = 0 ni ve¢ dopustna resitev. ReSimo

LP
min xo

p-p. auri +--+ aTp, < b+

Am1T1 +F Gmnn S bm + Zo
To, 1, ... Tn >0



Tak problem je gotovo dopusten (recimo x; = -+ = x,, = 0 za nek g > 0) in gotovo ni neomejen, ker is¢emo
min navzdol omejene kriterijske funkcije xg. Velja: optimalna vrednosti tega problema je 0 <= prvotni
problem je dopusten. Prvi slovar tega LP ni dopusten niti ne obstaja kandidatka za vhodno spremenljivko in

se glasi
Tnt1 =b1 + 2o — a1z — - — A1pTy
Tn+m = bm +xp — Ap1T1 — 0 — Ap Ty
w = —xg.

éeprav ima negativen predznak, za vstopno spremenljivko vedno izberemo xy. Povecujemo xg, dokler ne
dobimo dopustnega slovarja. Spomni se, da so b; lahko negativne. Prva spremenljivka pove, da mora biti xg
vsaj —by, ..., m—ta, da mora biti xo vsaj —b,,. Tista, ki najbolj omejuje ¢ (tista, ki zahteva, da je najvedji),
naj bo izstopna spremenljivka oziroma pivotna vrstica.

Kot v obi¢ajni metodi zamenjamo vlogo vstopne zy in izstopne x; in dobimo drugi slovar, ki je vedno do-
pusten (¢e kadarkoli pridemo do nedopustnega slovarja, smo se zmotili, recimo izbrali napacno izstopno
spremenljivko).

Sedaj problem resujmo dalje kot pri navadni simpleksni metodi — izbiramo vstopne spremenljivke iz kriterijske
funkcije w, vse dokler iz baze zopet ne izstopi xg — takrat dobimo w = —xy.

V prvi fazi torej:
o Ce najdemo optimalno vrednost, ki je strogo manjsa od 0 — zy je Se vedno bazna spremenljivka =
prvotni primer je nedopusten.
o Ce zapusti bazo in je optimalna vrednost 0 = nadaljujemo z drugo fazo.

e Ce pridemo do zadnjega slovarja, optimalna vrednost je 0, toda zo je S vedno bazna spremenljivka. =
Temu se izognemo in to tako, da ¢e je z¢ kandidatka za vstopno spremenljivko, jo vedno izberemo.

2. Ko dobimo optimalno resitev LP prve faze (z§ = 0, ...), smo nasli eno dopustno resitev prvotnega problema.
Iz zadnjega slovarja prve faze izbrisimo xg in dobimo prvi slovar druge faze. Kriterijska funkcija je v drugi
fazi kriterijska funkcija prvotnega problema, le da morebitne bazne spremenljivke, ki se pojavljajo v njej,
zamenjamo z njihovimi vrednostmi iz slovarja. Drugo fazo resujemo kot navadno simpleksno metodo. Resitev,
ki jo dobimo, je optimalna resitev prvotnega problema.

S tem znanjem sedaj resimo problem iz primera zgoraj:

1. Prva faza:
min i)

p-pP. —I1 —X2 < —T+xo
—4.1‘1 —XT2 S —13 4+ i)
—I —2r9 < -8+ xg

To,  T1, Zg, >0

Prvi slovar prve faze:
T3 =—T+x9+ 21+ X2

Ty = —13 4+ xg + 41 + T2
$5:—8+£IJO+$1+21’2
w = —x

Prva vrstica pove, da mora biti o > 7, druga pove, da mora biti zg > 13, tretja pa pove, da mora biti zy > 8.
Druga vrstica nas najbolj omejuje, zato za izstopno spremenljivko izberemo x4 in izrazimo zy, da vstopi v
bazo.

o = 13—4%1 — T + T4

r3=—-T+13 —4x1 —xo+ x4 +21 +22=6—3x1 + 24
T5=—-84+13—4x1 — 2o+ x4+ 21 +225 =5—3x1 + 22 + 24



w=—13+4x1 + 22 — x4

Vzemimo vstopno spremenljivko x3. Preverimo omejitve za izstopno spremenljivko: zo < 13, o < 00, 9 < 00
— izstopna spremenljivka bo zq:
o =13 —x9g — 41 + 24

r3=6—3r1 + 24
T5 =5—3wv1 +13 —ax¢p —4x1 + 24 + 24 =18 — g — 721 + 224
w=—13+4x1 +13 —x¢9 —4x1 + T4 — T4 = —X9
Dobimo optimalno resitev: xg = 0, 1 = t, 22 = 13 — 4t + u. Ena ustrezna je x9 = 0, 1 = 0, x5 = 13

(nastavimo ¢t = u = 0 in preverimo, da se izide).

2. Prvi slovar druge faze je potemtakem
To =13 — 4z + 24
xr3=6— 311 + 24
Tr5 = 18 — Txq + 224
z=—12x; — 1029 = —1227 — 10 (13 — 421 + x4) = —1227 — 130 4+ 4021 — 1024 = —130 + 28z7 — 1024

Vstopna spremenljivka je x1, ki jo bazne omejujejo sledece: x1 < %, r1 < g = 2 (ta jo najbolj), z1 < %.

Pivotna vrstica je torej druga — vstopna spremenljivka je 3.

6 1 +1 9 n
T =5 — T3+ x4 =2— 23+ -
1= 37 3%t 3% 3%3 T g%

1 1 4 4 4 1
x2:13—4<2—3m3+3x4>+x4:5+3x3—3x4+x4:5+3x3+3x4

1 1 7 7 7 1
1’5187<23I3+3$4>+21}44+3$33I4+2I‘44+3l’33174

=—-130+28( 2 1 +1 1024 = —130 4 56 @ +§ 10xy = —T74 @ 2
z = 3.133 3%‘4 T4 = 3 I3 3 X4 T4 = 3 T3 31‘4

Koncamo, ker ima z le negativne koeficiente — zadnji slovar. Dobimo resitev 2] =2, 25 =5, =2z* =74

Linearni problemi se torej delijo takole:
1. Yi:b;>0: uporabimo dvofazno simpleksno metodo.

(a) Prva faza ima w* < 0: problem je nedopusten

(b) Prva faza ima w* = 0: problem je dopusten — resi drugo fazo kot po tocki [2 tega seznama
2. Vi :b; > 0: dopusten

(a) v nekem trenutku ni kandidatke za izstopno spremenljivko: problem je neomejen

(b) pridemo do optimalne resitve

1.4 Dualnost pri linearnem programiranju

1.4.1 Motivacija

Denimo, da imamo linearen program maxc’z p. p. Az < b, x > 0 in njegovo optimalno resitev z* z optimalno
vrednostjo ¢’'z* in Zelimo nekomu dokazati, da je reSitev res optimalna. Brez Skode za splosnost se zaenkrat
osredotocamo na LPVSO, vendar analogno velja za vse LP.

Vsako neenac¢bo lahko mnozimo z nekim nenegativnim y; — i—to neenacbo torej mnozimo z y;. Ce zagotovimo
(beri najdemo take y; > 0), da Vj € {l.n} : >°I" y;a;; > ¢;, bo, ko seStejemo vse neenacbe, leva stran vedja ali
enaka kriterijski funkciji, desna stran pa neki vrednosti b”y. Super, nagli smo zgornjo mejo za kriterijsko funkcijo
— velja ¢Tz < bTy. Sedaj je cilj poiskati najmanjSo zgornjo mejo b7y s pravilno izbiro y. Ce bomo nasli tako, da
bo b7y = c¢Tz* (izkazalo se bo, da je za optimalne LP ta najmanjSa zgornja meja ravno optimalna vrednost), smo
na konju — dokaz optimalnosti vrednosti ¢’ z* je tedaj ravno y.
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Kako pa bi tak y lahko na3li? I$¢emo min b’y pri pogojih ATy > ¢ Ay > 0. To pa je zopet linearen program!

Torej nas dokaz lahko (&e se navezemo na dejstvo iz prihodnosti, da za optimalne LP vedno velja Jy >: b7y = ¢T'z*)

najdemo z reSevanjem Se enega linearnega programa. Temu linearnemu programu pravimo dual — e je izvirni
program P, je ta nov program ,dual P—ju®; oznac¢imo ga s P’.

Zgled. Oglejmo si okrajsan dualni progam kmetije — imenujmo ga P:

max 311 +5xy  +4x3

P. p. X1 +562 +173 S 50 / Y1 Z 0
31’1 +4$2 +5£B3 < 250 / * Y2 Z 0
1021 +15z2 +12z3 <600 /-y3 >0
x1, T2, x3 >0

Radi bi nasli zgornjo mejo za kriterijsko funkcijo. Mnozimo enacbe z nenegativnimi koeficienti in sestejemo
(y1 + 3y2 + 10y3) 1 + (y1 + 4y + 15y3) z2 + (y1 + 5y2 + 12y3) 23 < 50y1 + 250y, + 600y3
Ce veljajo pogoji
Y1+ 3y2 + 10y3 > 3 A Y1+ 4y + 15y3 > 5 A Y1+ 5y2 + 12y3 > 4,
potem velja 3z1 + 5zo + 4x3 < 50y; + 250y + 600ys3.
Problemu P dualni problem P’

min 50y, +250ys  +600ys

p-pP. W +3y2  +10y; >3
Y1 +4y,  +15y; >5
1% +5ys  +12y; >4
Y1, Y2, Y3 >0

Resimo ga. Prestavimo ga v standardno obliko:

max —50y1 7250y2 7600y3

p-p.  —u —3y2 —10y3 < -3
—Y1 —4dys  —15y3 < -5
—Y1 —dy2  —12y; < —4
Y1, Y2, Y3 >0

Prvi slovar prve faze:
Yya = =3+ Yo +y1 + 3y2 + 10y3

Ys = =5+ yo + y1 + 4y + 15y3

Yo = —4 +yo + y1 + 5y2 + 12y3
w = —Yo

Vstopi yo. Omejitve: yo > 3, yg > 5, yo > 4. Pivotna je druga vrstica — izstopi ys:
Yo =95—y1 —4y2 — 15y3 + ys5

Yas=—3+5—y1 —4y2 — 15ys +ys +y1 + 3y2 + 10y3 = 2 — y2 — Sy3 + y5

Yo =—4+5—y1 —4y2 — 10ys +ys + y1 + dy2 + 12ys = 1 + y2 — 3ys + ys
w=—5+y1 +4y2 + 15y3 — ys
Vstopi y1. Omejitve: y; <5, y1 < 2, y1 < 0co. Pivotna je prva vrstica — izstopi yo:

y1 =5 —yo— 4y2 — 15y3 + ys

Ys=2—y2 — Sy +ys
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Yo =1 +y2 — 3ys +ys
w=—=5+5—yo— 4y — 15y3 + ys + 4y2 + 15y3s — y5s = —yo

Prva faza konc¢ana. Prvi slovar druge faze:
y1 =5 —4y2 — 15y3 + ys

Ya=2—y2—5y3 +ys
Yo =1+y2—3ys +ys
z = —50y; —250y2—600y3 = —50 (5 — 4yo — 15y3 + y5)—250y2 —600y3 = —2504200y2+750y3 —50ys —250y2 —600y3 =
= —250 — 50y2 + 150y3 — 50y5

Vstopi y3. Omejitve so sledece: y3 < 1%, y3 < % = %, Yz < % = % Pivotna spremenljivka je torej prva — izstopi
Yi1-

5 1 4 1 1 1 4 1
yszﬁ—ﬁyl—ﬁyzﬂ-ﬁ%zg—ﬁyl—ﬁw—f—ﬁys
y4=2—y2—5<1—1y1—4y2+1y5>+y5=2—y2—5+1y1+4y2—1y5+y5=1+1y2+2y5

3 15 15 15 3 3 3 3 3 3 3

EE TR ] L b s ) b s = by — 14 21+ ot — o5+ U5 = =01 + 2y2 + =
Yo =1+ 12 3 TR T YT pYs ) tus =14y EYLt pY2 = pUs s = sy et oy

1 1 4 1 150 600 150
_—— — _—— _— —_ = —2 —_ _—— _—— _— —_ =
TRRETALRET + 15y5) 50ys 50 — 50y2 + 50 LT + 5 Y 50ys

= —200 — 10y; — 90y» — 40ys

z = —250 — 50y2 + 150 <

Koncamo. z* = 200 (spremenimo predznak ker smo, ¢e se spomnimo, ,standardizirali* problem na zacetku
resevanja). yi =0, y5 =0, 45 = 3, yi = 3, 5 = 0, y5 = 0.

Vsaka dopustna resSitev dualnega problema nam da zgornjo mejo za resitev prvotnega problema. min kriterijske
funkcije duala nam da najmanjSo zgornjo mejo prvotnega problema.

Zgled. Najbo P: maxclz p. p. Az < bAz > 0. Tedaj je P—ju dualni program P’: minb”y p. p. ATy > cAy > 0.
Dualnih spremenljivk je toliko, kolikor je neena¢b v prvotnem problemu.

Alternativni zapis: Naj bo P: max Y 7_ ¢;z; p. p. Vj € {l.n} raz; > 0AVi € {1.m}: 370 ajya; < b;. Teda]
je P—ju dualni program P": min " byy; p. p. Vi € {l.m} :y; > 0AVj € {l.n}: >0 aijy: > ¢

Trditev. Dual duala je prvotni problem ZDB P = P.

Dokaz. Najbo P c"x p. p. Az <bAx >0 Tedaj je P’ v std. obliki: max(—b)Ty p. p. (-AT)y < —cny>0.
Tedaj P”: min (fc)T T Pp. p. (fAT)Tx > —bAx > 0 oziroma v standardni obliki max ¢’z p. p. Az < bAz >0. O
Izrek. Sibki izrek o dualnosti (§ID). Ce velja, da je © dopustna resitev problema P (maxclz p. p. Ax <bAz >0)

in y dopustna resitev problema P’ (minbTy p. p. ATy >cAy>0), potem velja "2 < bTy. ZDB dopustne resitve
duala predstavljajo zgornje meje za resitve prvotnega problema.

Dokaz. Dva ekvivalentna nacina dokaza: Predpostavke: I: Az < b, II: = > 0, III: ATy >c, IV:y>0.
1. Racunajmo:
III in II Iin IV

e < (ATy) w=yTAr=yT (Ar) < yTb=bTy = Tr<dTy

2. Rac¢unajmo:

n III in 11 m
Zcﬂj < Z (Z aij?h) zj; =

n
j=1 j=1 \i=1 =

m m n m n m
Qi YiT; = Z Zaiﬂjyi = Z ai; x5 | yi < Zbiyi
- 1 i=1

j=11i=1 1=1 j=1 i=1 \j=
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Posledica 1. Naj velja x _dopusten za P, y dopusten za P, Tz = bTy. Sledi, da je x optimalna resitev za P in y
optimalna resitev za P’'. Ce torej izvemo optimalno resitev P in P', lahko preverimo, da je res optimalna.

predpostavka CT

SID
Dokaz. Naj bo 2’ poljubna dopustna za P. Tedaj c’z’ < bTy x = ¢z’ < c’x. Naj bo ¢ poljubna

predpostavka
TJU 28 bTy

SID
dopustna za P’. Tedaj by’ > ¢ = by’ > b7y O

Posledica 2. Naj bo P neomejen. Tedaj je P’ nedopusten.

Dokaz. Naj bo P neomejen. PDDRAA P’ je dopusten in naj bo ' dopustna resitev za P’. Tedaj po SID velja
cTx < b7y za vse za P dopustne z in zato je P omejen, kar je v protisloviu s predpostavko. O

Izrek. Krepki izrek o dualnosti (KID). Ce je P optimalen problem, potem je tudi P’ optimalen, njuni optimalni
vrednosti pa sta enaki. Ekvivalentno:

Jz* > W >0: Az <b=cle<Ty = 3 >0vy>0:ATy>c=bTy>bTy A Lar=bpTy

Dokaz. Po predpostavki je P optimalen. P gotovo lahko pretvorimo v standardno obliko in ga reSimo z dvofazno
simpleksno metodo. Tole bo malenkost dokaz z mahanjem rok, ker bomo kar predpostavili, kako izgleda zadnji
slovar problema in njegovega duala. Dokaz s primerom pac¢. Oglejmo si torej primer — zadnji slovar okrajSanega
primera kmetije (reSeno zgoraj, resitev je z7 = 0, x5 = 40, % = 0, 2 = 10, zf = 90, z¢ = 0):

2 4 1

o =40 — 3917 53~ 756
1 1

x4 = 10 — gxl — 5953 + 1—5376
1 4

5 =90 — §x1 - 5333 + El‘ﬁ

1 1
z =200 — §x1 — 0xg — 0xz3 — 0z4 — Ox5 — 5376

In zadnji slovar duala okrajSanega primera kmetije (reSeno zgoraj, resitev je y7 =0, y3 =0, yj = %, Yi = %, ys =0,
ys = 0):

1 1 4 1
Y3 = 37 Byl ByQ + Eys
1 1
Ya 3 + §y2 + 395

_1 +9 +4
y6—5y1 592 5?/5

z = —200 — 10y; — 90y2 — Oy3 — Oyg4 — 40ys — Oys

Tu nastopi ,dokaz s primerom®. Videti je, da so koeficienti dopolnilnih spremenljivk v zadnjem slovarju (z =
coo—0xg — Oxs5 — %xﬁ) ravno negacija optimalne resitve dualnega problema (y7 =0, y5 =0, y3 = %) In seveda, ker
je dual duala primal, so koeficienti dopolnilnih spremenljivk v zadnjem slovarju duala (z = - -+ — Oyy — 40y5 — Oyg)
ravno negacija optimalne resitve prvotnega problema (z7 = 0, 23 = 40, 2§ = 0). Temu pa¢ verjamemo.

Oznacimo s ¢} koeficient pri z; v kriterijski funkciji zadnjega slovarja. V nasem primeru je (c;f)T = [%, 0,0,0,0, %} .
Optimalno vrednost P oznac¢imo z v* = Z?Zl cjr;. Potemtakem se simpleksna metoda za P kon¢a z zadnjim slo-
varjem z

n+m
z=v"+ Z cizy,
j=1
kjer velja ¢; < 0in ¢j = 0 < z; je bazna spremenljivka. Sedaj za P’ uganimo optimalno vrednost: y; = —c; ,;

(torej v nasem primeru yf = [0, 0, %] ). Sedaj pa dokazimo, da je y* dopustna resitev dualnega problema in da velja
v* = > byf (da je optimalna vrednost duala enaka optimalni vrednosti primala). O¢itno so to nenegativna
Stevila, ni pa o¢itno, da je dopustna, kar se tice neenac¢b. Rac¢unajmo:

n+m n

m * . n n m n
. . . . = Yi dopolnilna: =b; —3>7_; ai;jz; . N N
z2=0+ E c;xT; =v + E C;T i+ E Ciyn |° Titn =v +§ ijﬂ‘E (=y;) | bi — E iy | =
j=1 j=1 i=1 Jj=1 i=1 Jj=1
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n m m n n m n m
=t Y Gr = Y byl + Yy Y agwy =ty = by ) @y yias =
j=1 i=1 i=1  j=1 j=1 i=1 j=1 =1
m n m m n m
=" - Zbiyf + Z (C;-rj + Zyi*azg) = <U* - wa;) + ij (c’; + Z?ﬁ%‘j) =
i=1 j=1 i=1 i=1 j=1 i=1

... toda z lahko zapiSemo tudi drugace. z je kriterijska funkcija in zato po definiciji problema enaka ...
n
= Z le‘j.
i=1

Linearno funkcijo smo zapisali na dva nacina, ki morata biti enaka. Podrobneje si oglejmo dobljeno enacbo.
m n m n
(o= 3omai )+ 3o (s + S - 3o
i=1 j=1 i=1 i=1

Na levi strani je prosti koeficient (Stevilka brez spremenljivke) v* — >~ b;y, na desni pa imajo vsi ¢leni vsote
spremenljivko, torej je prosti koeficient tam enak 0. Iz tega sledi, da je optimalna vrednost duala res enaka optimalni

vrednosti primala:
m m
V=D byl =0~ 0t =D by
i=1 i=1
in da so koeficienti pri istoleznih spremenljivkah enaki, torej
m m
Vie{l.n}ici=cj+ ny%‘ ~ Zyiaij =c¢j =]
i=1 i=1

. in ker velja c;‘- <0, velja

m m

Zyiaij =c¢j — C; >cjp = Zyiaij > ¢4,

i=1 i=1
kar pa so ravno neenakosti duala, torej je y* res dopustna resitev za P’! Tu upoStevamo SID oziroma njegovo prvo
posledico; ker b7y = v* = Tz in ATy > ¢, je b”y optimalna vrednost duala. O

Katere moznosti so mogoce za P in P’:

’ P/P’ \ nedopusten \ neomejen \ optimalen ‘
nedopusten da da. ¢e je P/ neomejen, je P nedopusten | ne, KID
neomejen | da. ¢e je P neomejen, je P’ nedopusten ne, SID ne, KID
optimalen ne, KID ne, KID da

Tabela 3: MoZnosti za P in P’. Kaj je mogoce?

Zgled. Primer za dokaz, da se lahko zgodi, da sta P in P’ oba nedopustna: Naj bo P:

max 2r; —To

p-p- —11 +w2 < -2
1 —w2 <1
T1, X2 >0

Ta je nedopusten, ker x1 — x5 < 1, torej —1 < —x1 + x9, skupaj s prvo enacbo torej —1 < —z1 + 22 < —2 oziroma
—1 < -2, kar se ne more zgoditi. In njegov dual; P’:
min  —2y; +x9
p-p. —y1 ty2 =2
v o~y =1
Y1, Y2 Z 0

Ta je tudi nedopusten, ker y; — y2 > 1 oziroma —1 > —y; + yo, skupaj s prvo enacbo torej —1 > —y; +yo > 2
oziroma —1 > 2, kar se ne more zgoditi. Oba sta nedopustna.
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Posledica. Za P in P’ velja natanko ena od moznosti: bodisi sta oba optimalna bodisi sta oba nedopustna bodisi je
en neomejen in drugi nedopusten.

Izrek. Izrek o dualnem dopolnjevanju (DD) (angl. complementary slackness). Naj bo x dopustna resitev za P in y
dopustna resitev za P'. Potemtakem sta x in y optimalni resitvi <=

(Vj S {1’11} : (1‘]‘ =0V Zaijyi = Cj)) A | Vie {1m} |yi=0V Zaijl‘]’ =b;
i=1 j=1

ZDB (zapisimo disjunkcije drugace: AN B ~ A= B~ B = A): z iny sta optimalni resitvi (upostevamo, da ce z;
ni nic, bo pozitiven — negativen ne sme biti — in da ce ¢e Y ., a;jx; ni b, bo manjsi od b — ker imamo problem
v standardni obliki in mora x biti dopusten) <

<VJ € {1TL} : (.’ﬂj >0= Zaijyi = Cj)) AN |Vie {lm} : Zaijxj <b = y; =0

i=1 j=1

ZDB ¢e je v optimalni reSitvi primala spremenljivka pozitivna, pri dualni neenakosti dobimo enacaj (no slackness)
IN ¢e je leva stran strogo manjsa od desne, je pripadajoca dualna spremenljivka v optimalni resitvi duala enaka nic.

Dokaz. Po predpostavki velja, da je x dopustna za P, se pravi L. ; > 0 in IL Z;’:l a;jr; < by, in da je y dopustna
za P’ se pravi IIL y; > 0 in IV. 3" a;y; > ¢;.

L in II.

n LinIv. & [ LR
L= chxj < Z <Z aijyi> T = Z Zaijxj yi < Zbiyi =D
i=1 i=1

j=1 \i=1 i=1 \j=1

Trdimo, da sta z in y optimalna < L = D. Dokazujemo ekvivalenco: (<) : Posledica 1 SID-a. (=) : KID.
Nadaljujmo trditev:

n

r="Ny=y"<L=D& obagstaz(:)zn:cjszzn:(iaijyi>mjA§: Zaijxj y,-zibw,-@
i=1

Jj=1 j=1 \i=1 =1 Jj=1
m n
= (Vj S {1n} : <Cj — Zaiij) Tj = 0) A |Vie {1m} : Zaijxj —b; y,=0] &
i=1 =1

-~ <Vj € {1”} 1Ty = oV Zaijyi = Cj) AN |Vie {1m} cy; =0V Zaijmj =b;

i=1 j=1

Zgled. Dokazi, da je (0,20,25) optimalna resitev okrajSanega problema kmetije.
1. Prvi korak. Preverimo dopustnost:

(a) 0,20,25 > 0 velja

(b) 0+ 20+ 25 < 50 velja celo <

(¢) 3-0+4-20+5-25 < 250 velja celo <
(d) 10-0+415-20+ 1225 < 600 velja celo =

2. Drugi korak. Vsak pozitiven x; nam da enakost za dualne spremenljivke po DD:

(a) yi +4ys +15y5 =5
(b) yi +5ys +12y; =4

3. Tretji korak. Vsaka neenakost iz koraka [T} izpolnjena z <, nam da eno ni¢elno dualno spremenljivko po DD:
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(a) y1 =0
(b) y5=0
4. Resimo dobljen sistem linearnih enac¢b iz in koraka in preverimo dopustnost resitve. Dobimo y3 = 1—55 = %
iny3 = % = %, torej dobimo resitev (y*)T = [0,0, %] Ali je dopustna, preverimo iz preostale neenakosti v
dualu: 0g7£3-75 +10-y3 >3 =10 3 > 3 velja.

Zgled. Z DD si ne moremo vedno preprosto pomagati pri dokazovanju optimalnosti. Primer: Dokazi, da je (0,0, 50)
optimalna reSitev za okrajSan primer kmetije.

1. Prvi korak.

(a) 040+ 50 < 50 velja celo =
(b) 3-0+4-045-50 < 250 velja celo =
(¢) 10-0+15-0+ 1250 < 600 velja celo =

2. Drugi korak.
(a) ¥ +5y5 +12y5 =4
3. Tretji korak. Ni neenakosti izpolnjenih z <, ne dobimo nicelnih zagotovil za optimalno vrednost duala.

4. Imamo sistem enacb z eno enac¢bo in tremi neznankami in dobimo veé reSitev. Najti je treba tisto pravo
dopustno, ki je hkrati optimalna. To ni veé¢ tako preprosto kot reSevanje sistema enach )-:

Opomba. Povzetek:
e SID: z dop. za P in y dop. za P’ = cT2 < by
e KID: 2* opt. za P = Jy* opt. za P in ¢Tz* = bTy*

e DD: z dop. za P in y dop. za P’ = x,y opt

& | Vie {1m} ty; =0V Zaijxj =b; | A (Vj € {ln} 1T = oV Zai]’yi = Cj)

=1 i=1
1.5 Ekonomski pomen dualnih spremenljivk

Oglejmo si eno izmed optimalnih reSitev za problem kmetije: x7 = 0, x5 = 20, x5 = 25, z* = 200. Neenacbe so
izpolnjene takole:

0+ 20+ 25 <50
3-04+4-20+5-25 <250
10-0+15-20+12- 25 = 600
Oglejmo si vpliv majhnih sprememb b na z*:
e Ce se by = 50 spremeni v 51, je z* 8¢ vedno 200 (Ze tako smo pod to omejitvijo).

o Ce se by = 250 spremeni v 251, je z* Se vedno 200 (Z%e tako smo pod to omejitvijo).

e Ce se by = 600 spremeni v 601, se z* poveca na 200+ % (se izkaZe po izdelavi simpleksne metode znova z novo
omejitvijo).
Pozornost preusmerimo za trenutek na optimalno resitev dualnega problema: yi =0, y5 =0, y3 = %
Izrek. Naj ima P neizrojeno optimalno bazno resitev (vse bazne spremenljivke so razlicne od 0) ZDB v zadnjem
slovarju so vsi prosti konstantni koeficienti > 0. Potem

Je > 03: A" = yiAbi,
=1

ce je |Ab;| < e, kjer je (yi,...,yr,) optimalna resitev za P’.
Dokaz. Ne bomo dokazali. O
Posledica. y nam daje ,trzno“ vrednost dobrine i. Ali se kmetiji splaca vzeti kredit? Da, ce je stroSek kredita za

1 evro manjsi kot % evra. Ali se kmetiji splaca kupiti ve¢ zemlje? Ne.
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1.6 Dual splo$nega LP
Izrek. Naj bo P oblike maxy ,_, ¢;z; p. p.
. Z a5 <b; zaie {l.m'}
M Z?:l ajjr; =b; zaie{m +1.m}
x; >0 zaje{l.n}
Dual programa P je P': miny ;" byy; p. p.
o Y ayyi > ¢ zaje{l.n'}
o > ay; =c¢j zaje{n +1.n}

oy, >0zaie{l.m'}

Pripomba. Spomnimo: za LPVSO velja, da nenegativna spremenljivka v P predstavlja neenakost v P’, neenakost

v P pa predstavlja nenegativna spremenljivka v P’.
Vprasanje. Kaj velja za splosni LP?
e Nenegativna spremenljivka P ustreza neenakosti P’
e Neenakost P ustreza nenegativni spremenljivki P’
e Poljubna spremenljivka z; § 0 ustreeza enakosti P’
e enakost P ustreza poljubni spremenljivki P’

Dokaz. Pretvorimo v std. obliko:

lI
maxg c;x; + E cj x - T

j=n'+1
pri pogojih

Vi e {l.m}: Za”szr Z a” xv)gbi

Jj=n’'+1

Vie {m' +1.m}: Zam%"‘ Z a” g[; —x”) < b

j=n'+1
Vie{l.n'}:z; >0
Vje{n' +1,n}:nj,nf >0
In izra¢unamo njegov dual: NE RAZUMEM!

2 DMatricne igre

(2

Matri¢na igra je igra za dva igralca. Vsak igralec ima kon¢éno moznosti. Prvi igralec ima n izbir, drugi igralec ima m
izbir. Ce 1. igralec izbere i—to, 2. pa j—to moznost, drugi igralec prvemu placa a;; € R. Pla¢ilna matrika matri¢ne

igre je torej oblike A = [a;;] € R™"*"™.

Zgled. Skarje kamen papir ima placilno matriko (stolpci so po vrsti SKP, vrstice so po vrsti SKP)
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Zgled. Blotto. Pollkovnik Blotto in major Clark se borita za dve strateski toc¢ki. Blotto ima 4 bataljone, Clark 3.
Vsak od njiju se odlo¢i, kako bataljone razporediti med dve strateski tocki. Blotto ima pet strategij, Clark pa Stiri
34+02+1, ...).

Zmaga tisti, ki ima ve¢ bataljonov na posamezni strateski toc¢ki. Na vsaki tocki porazenec placa k + 1, kjer je k
Stevilo njegovih bataljonov. Placilna matrika se torej glasi

3+0 2+1 142 043

4+0 4 2 1 0
A= 3+1 1 3 0 -1
2+2 =2 2 2 -2
1+3 -1 0 3 1
0+4 0 1 2 4

Igralci igrajo po principu najmanjSega tveganja. Igralec izbere potezo, ki ima najboljSo vrednost najslabsega
rezultata.

e M; = max; min; a;; — vrednosti v placilni matriki predstavljajo, koliko dobi prvi igralec. Zanj je torej slabo
dobiti malo, zato za vsako vrstico izra¢una najslabsi (najmanjsi) stolpec (stolpec predstavlja izbiro soigralca)
in nato izbere tisto moznost, kjer je najslabsi izkupicek najboljsi (dobi najve¢ — zato max).

e M, = min; max; a;; — Za drugega igralca so velike tevilke v matriki slabe; pomenijo, koliko placa prvemu,
zato za vsak stolpec (tokrat stolpci predstavljajo njegove izbire) izrac¢una najslabso (najvecjo) vrstico (vrstice
pa predstavljajo izbire prvega igralca) in nato v njem izbere tisto moznost, kjer je najslabsi izkupicek najboljsi
(tam, kjer pla¢a najmanj — zato min).

Zgled. M je pri Blottu doseZzen v ass, My pa v ay4.
Trditev. My < My za matri¢no igro.

Dokaz. M je dosezen v (i1,j1), M2 pa v (i2,j2). Velja, da je My < a;,a;, — v vrstici 41 je najslabSa moznost za
prvega igralca stolpec ji, j2 bo kve¢jemu toliko slab (in slabe vrednosti so za prvega igralca male Stevilke). Poleg
tega velja a;, a;, < Mo — v stolpcu jz je najslabSa moznost za drugega igralca vrstica 42, 41 bo kve¢jemu tako slab
(in slabe vrednosti so za drugega igralca velike Stevilke). O

Definicija. (ig, jo) je sedlo matrike A, &e je a;,;, najmanjsi v svoji vrstici in najveéji v svojem stolpcu.

Zgled. Blotto nima sedla. Primer matrike s kar dvema sedloma (a22 in ag4):

1 -1 1 0
3 0 1 -2
A= 2 1 2 1

-1 0 1 1
Trditev. Matrika A ima sedlo < M; = M.
Dokaz. Dokazujemo ekvivalenco.

L. II.

(=) Naj bo (ig, jo) sedlo. Tedaj velja My > min; a;,; = ai,;, = max; a;j, > M, in zato skupaj My > M. Od

prej vemo My < My, zato My = Ms.

Razlaga I.: M, je definiran kot max; min; a;;. S tem ko smo fiksirali vrstico, smo lahko izpustili kaksne
vrstice z vedjimi minimalnimi vrednostmi.

Razlaga II.: My je definiran kot min; max; a;;. S tem ko smo fiksirali stolpec, smo lahko izpustili kaksne
stolpce z manj$imi maksimalnimi vrednostmi.

(<) Naj bo M; dosezen v (i1,71) in My doseZen v (i, j2) ter velja My = Ms. Trdimo, da je (i1, j2) sedlo.
Velja
My = a4,5, < aiyj, < Qiyjp = My = My

Torej a;, j, je najmanjsi v svoji vrstici, ker je enak M; in najvecji v svojem stolcpu, ker je enak M;. Enak
je My in My zato, ker smo ga zgoraj ujeli v tale sendvi¢ neenakosti.
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O

Ce je (40, jo) sedlo, je ip optimalna strategija za prvega igralca in j, optimalna strategija za drugega igralca. Torej nas
bodo v nadaljevanju zanimale meSane strategije. MeSana strategija je seznam verjetnosti — koliksna je verjetnost,
da bo igralec izbral i—to strategijo. Torej takole:

e Prvi igralec izbere (x1,...,2,) € R®, x; > 0, 1 + --- + 2, = 1, kjer x; pomeni verjetnost, da prvi igralec
izbere strategijo 1.

e Drugi igralec izbere (y1,...,2m) € R™, y; >0, y1 + - + ym = 1, kjer y; pomeni verjetnost, da drugi igralec
izbere strategijo j.

Definicija. (0,---,0,1,0,---,0) je Cista strategija.
Ce ima placilna matrika sedlo, izbereta oba igralca disto strategijo.

Definicija. Matemati¢no upanje (povpredje) (angl. expected value / EV) izra¢unamo kot produkt obeh verjetnosti,
zmnozen z vrednostjo placilne matrike:

n m n m n

sziyj COi5 = foz Zaijyj = le (ATy)i =T Ay
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

e Prvi ob neznanju igranja drugega igralca torej izbere: max, min, T Ay

e Drugi pa min, max, 7 Ay

Zvezna funkcija na kompaktu (zaprta in omejena mnozica) doseZe max in min, zato zgornji vrednosti obstajata.

Trditev. max, min, 27 Ay < min, max, =7 Ay

Dokaz. Naj bo max, min, 27 Ay doseZen v (2,y’) in min, max, 27 Ay v (z”,y"”). Tedaj velja

(I) ' Ay < (x) ! Ay < (@) Ay"

Trditev. Naj bo x € R™ fiksen. Tedaj je min, 27 Ay = minje(1..m} S ai.

Dokaz. Z (e;) ozna¢imo standardne bazne vektorje v R™.

je{1..m}

n
min 27 Ay < min 2" Ay=min Zaijxi
yER™ YE(es)je(1..m} je{t.m} i

S tem smo dokazali o¢itno smer, min,, 2T Ay < minje(1..m} Z?:l ai;z;. Sedaj dokaZimo Se >.

: — 3 . n .. . = 1 y
Naj bo s == minje (1. m} Diq GijTi = Miye(e,) T Ae;.
>s
n m m n >0 m
T > I
Tt Ay = E E i TY; = g E aiTi | Y= E sY; =8
i=1 j=1 j=1 \ i=1 j=1

Razlaga 1.: Za vektor y velja, da ima same nenegativne komponente, ki se sestejejo v 1 (slednji del je predvsem
pomemben), torej velja Z;n:l y;¢ = C. s je samo Stevilka/skalar (EV).

Torej smo dobili e min 27 Ay > s in zato skupaj z min, 27 Ay < s dobimo min, 27 Ay = s. S tem smo izvedeli,
da se lahko drugi igralec ob znani strategiji prvega igralca ustrezno brani s ¢isto strategijo. O
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Iskanje optimalne strategije prvega igralca Pred nami je slede¢ optimizacijski problem: maxmin;e 1.} Yo aija
p.-p.x1+--+x, =1,Vi e {l.n} : 2; > 0. To ni linearen program, ker kriterijska funkcija ni linearna (vsebuje
min). Trik: maxmin {a,b} pretvorimo v maxs >: s < aAs <b . Problem pretvorimo takole:

max s
pri pogojih
n
Vjie{l.m}:s< Zaija:i

i=1
T+ +x, =1
Vie{l.n}:2; >0
To pa sedaj je linearen program, ki ga lahko resimo z doslej znanimi metodami.
Iskanje optimalne strategije drugega igralca Pred nami je slede¢ optimizacijski problem: min max;e ;. .} Z;”:l i Yy

p-py1+--+y,=1,Vj€{l.m}:y; >0. To ni linearen program, ker kriterijska funkcija ni linearna (vsebuje
max). Trik: minmax {a, b} pretvorimo v min¢ >:¢ > a At > b. Problem pretvorimo takole:

min s
pri pogojih
m
Vie{l.n}:s> Zaijyj

j=1
Y1+ F+yn=1
Vie{l.m}:y; >0

Ta dva linearna programa (za prvega in drugega igralca) sta si dualna. Nista v standardni obliki, temve¢ sta splosna
(glej dual splognega problema). Oba problema sta dopustna, nenazadnje za oba vedno obstaja dopustna resitev
oblike z = (1,0,---,0),s = minjc(1..;m} a1;. Torej po SID obstaja optimalna resitev za oba problema.

Izrek. Izrek o minimazu. Za poljubno matriko A velja, da je max, min, 2T Ay = min, max, 2T Ay. Tej skupni
optimalni vrednosti pravimo ,stratesko sedlo® oziroma vrednost igre.

Dokaz. Sledi iz zgornjih linearnih programov, na katerih uporabimo KID. O
Definicija. Igra je poStena, ¢e ima vrednost 0. Igra je simetri¢na, ¢e AT = A.

Trditev. Vsaka simetri¢na igra je poStena.

Dokaz.
v = maxminz” Ay = maxminz” (—4)” y = — minmax 27 ATy = — min max (4z)" y = — minmaxy” (4z) =
z oy z oy z oy z oy z oy
preimenujemo spremenljivke  — y in y — x:
— ; T _
= —minmaxz” Ay = —v
Yy x
Kerv=—-v=v=0. O

Kako pois¢emo optimalno strategijo? Z dvofazno simpleksno metodo.

Zgled. Kako preverimo, da je (%, %, %) = z* = y* optimalna strategija za SKP?

e Dopustnost: Obe resitvi sta dopustni.

e Enaki vrednosti kriterijskih funkcij (vrednost igre): 0 = min; >\, a;;x; = max; Z;nzl a;y; = 0.

Kako preverimo, da sta x* = (37 0, %7 0, %) in y* = (%7 %, %7 %) optimalni strategiji za Blotto?

e Dopustnost: Obe reSitvi sta dopustni.
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e Enaki vrednosti kriterijskih funkcij (vrednost igre):
— min; Y i, aj;x; ~ 1,5
— max; E;nzl A3y = 1,5

Zgled. Igra Morra. Z levico pokazemo en ali dva prsta, z desnico napovemo, koliko prstov bo pokazal drugi igralec
s svojo levico. Ce uganemo, dobimo toliko enot, kolikor sta oba igralca pokazala s svojima levicama.

1122122
1[0 230

1220 0] 3
21 3 [ 0] 0 | 4
2210 | 3] 4]0

Tabela 4: Plac¢ilna matrika za Morro

Vse optimalne strategije so (0,¢,1 —¢,0) zat € [%, %] Ena ustrezna je torej recimo z* = y* = (0, g, %,

. . . 4 . . 4
najmo vrednost igre. minmax; » . a;;z; = min {0,0,0,% — %} = 0 = maxmin; ijl ai;y; = Max {0,0, 0, —%}
Igra je poStena.

0) . Izracu-

Definicija. Naj bo z,z* € R™. Refemo, da = dominira z’, ¢e je po komponentah x > z’.

Ce v A i—ta vrstica dominira j—to, lahko j—to vrstico izbriSemo. Ce i—ti stolpec dominira j—tega, lahko
izbrisemo i—tega.

Zgled. Primer:

S EEEIN I R E N

Zgled. Poenostavljeni poker. Imejmo dva igralca in tri karte (1, 2, 3).
Potek licitacij: Najprej oba stavita 1, nato prvi igralec stavi 0 ali 1, nato drugi igralec stavi 0 ali 1, nato lahko
prvi igralec stavi 0 ali 1, e je doslej stavil (0,1). Dobitki se izplacujejo takole:

A|BJ|A zmaga dobitek
0| 0| / | visja karta 1
0110 B 1
0| 1] 1] visja karta 2
1101/ A 1
1|11 /| vigja karta 2

Tabela 5: Dobitki pri poenostavljenem pokru

Zgled. Opcije za stavo 1. igralca:
e Al: stavi 0, ¢e B stavi 1, spet 0
e A2: stavi 0, ¢e B stavi 1, A spet stavi 1
e A3: stavi 1
Stava za drugega igralca:
e Bl: stavi vedno 0
e B2: stavi enako kot A
e B3: stavi nasprotno kot A

e B4: stavi vedno 1
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Strategija prvega igralca je trojica (A;, A;, Ax) (Ce ima karto 1, 2 ali 3). Na voljo je torej 27 strategij. Strategija
drugega igralca je trojica (B;, Bj, Bi) (¢e ima karto 1, 2 ali 3). Na voljo je torej 64 strategij.

Primer A: (3,1,2), B (1,2,4): Matemati¢no upanje: % (-2—-24+1-14+1+1) = %2 = _?1 S takimi strategi-
jami sluzi drugi igralec.

A | B | licitacije | dobitek
1|2 11 -2
113 11 -2
2 11 00 1
213 010 -1
3|1 00 1
3|2 00 1

Tabela 6: Preizkus izbranih strategij
Optimizacija zaenkrat ogromne placilne matrike z dominiranjem:
Prvi igralec:
e Ce ima karto 1: Al dominira A2.
e Ce ima karto 2: A3 dominira Al.

e Ce ima karto 3: A2 dominira A3: Ce ima 2. igralec 1, se igra po A2 izvede ,0 0 +1 ali 0 0 1 +2“ po A3 pa
»1 0 +1“ Ce ima 2. igralec 3, se igra po A2 izvede ,0 1 1 -2, po A3 pa 1 1 -2

Ostane nam 8e 8 strategij za A in s tem 8 vrstic v pla¢ilni matriki.
Drugi igralec:

e Ce ima karto 1: B2 in B4 nista smiselni.
e Ce ima karto 3: Izberemo vedno BA4.
e Ce ima karto 2: B1 dominira B3 in B2 dominira B4. Dokaz:

— Ce ima 1. igralec 1:
* B1,00-1¢ali,1 0 +1“ dominira B3,0 1 -1 ali ,1 0 41
* B2 00-1“ali,11-2“ dominira B4 ,0 1 -1* ali ,1 1 -2¢
— Ce ima 1. igralec 3:

% B1.,00 +1“ali .1 0 +1% dominira B3,0 11 +2¢ ali ,1 0 +1¢
% B2.,00 +1“ali ,1 1 +2“ dominira B4,0 11 +2¢ ali ;1 1 +2

Ostanejo le Se 4 strategije za B in skupaj samo $e 8x4 placilna tabela:

[A\B[ 114 ] 124 | 314 [ 324 |
112 [ o[ o |—-¢]-¢
113 | 0 : | -3 1] ¢
2 N
122 [ -2 0 | 0 | ¢
312 | &£ |-z [ 0 | -3
RN
321 0 [ -5 3 [ -3
3231 0 [ -3 ¢ [—-%

Tabela 7: OkrajSana plac¢ilna tabela za poenostavljeni poker

e bi se lotili iskati optimalno strategijo, bi prigli do petparametri¢ne resitve. Ena ustrezna reSitev je takale:
_ 2 _
=2

* * _ 1 * _ 2 * _ 1 * 1 s : ~ DI . .
119 Tioo = 3, Y114 = 3> Y324 = 3- V* = g, se pravi igra ni poStena in je v prid drugemu igralcu.
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3 Problem razvoza (angl. transshipment problem)

Imamo 3 mesta. V 1. proizvajajo 7 enot mleka, v 2. in 3. pa porabljajo 3 oz. 4 enote mleka. Stroski prevoza so
naslednji: 1 — 2 za 3/enoto, 1 — 3 za 1/enoto, 2 — 3 za 6/enoto, 3 — 2 za 1/enoto. Kako s ¢im manjsimi stroski

zadovoljiti potrebe po mleku?

Slika 1: Graf omrezja

Dopustna resitev cene 13: direktno iz mesta 1 posljemo 3 enote v 2 in 4 enote v 3. Dopustna resitev cene 10: 7
enot v mesto 3, 3 enote v mesto 2.

Definicija. Naloga pri problemu razvoza je torej usmerjen utezen graf (angl. digraph) G = (V, E). Za vsako
vozlis¢e je podan b, € R. Ce mleko mesto porablja, b, > 0, ¢e mleko mesto proizvaja pa b, < 0. Smiselno je lahko
b, = 0. Cene razvoza na enoto so navedene na povezavah med mesti in sicer ¢, € R za e € E (lahko so negativne).

Veljati mora )y b, = 0. [3¢emo (2.),cp >:Ve € B2, > 0AYv €V : (Zkonec(e):v Te = D acetek(e)=u xe) = b,

(slednje je Kirchoffov zakon) ob minimizaciji ) . p ze - ce.
Zgled. V naSem mle¢nem primeru dveh mest torej
min3z19 + 213 + 6223 + 232
pri pogojih
—T12 —x13 = —7
T1g + 232 — T3 =3
T13 + T3 — w32 = 4

T12, 13, T23, 232 > 0

i) -7 -1 -1 0 0
Oziroma ¢ = 6 , b= 3 |, A= 1 0o -1 1 in nato minc’z p. p. Ar =bAx>0. Aje
4 0 1 1 -1
1
1 konec(e)=wv
inciden¢na matrika grafa. A = [avel,cy cepy Gve = § —1  zacetek (e) = v, b= [by], ey, ¢ = [Celocp-
0  sicer

Problem razvoza kot LP se glasi minc’z p. p. Az = b,z > 0 oziroma v splo$ni obliki max(—c)Ta: p- D
(=A)x=-=b,x>0

Njegov dual je maxb’y p. p. ATy < c oziroma kot dual splosne oblike min(—b)Ty p- p- (—A)Ty > —c.
Yy = [yv]veV'

Podrobneje si oglejmo dual: max ZZ:‘lvl biy; p- p- Vij € E :y; —y; < ¢ oziroma y; + ¢;5 > yj.
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Kaj pove izrek o dualnem dopolnjevanju? Naj bosta x,y dopustni regitvi za P, P’. Tedaj z,y optimalni

vedno velja — kirchoff

& | Ve {1..m’} : Zai]‘l‘j =b Vy,=0]A (V] S {1..’17,/} txy = ov Zaijyi = Cj)
j=1

i=1

Torej, ¢e sta x,y dopustni za PR in PR/, sta optimalni natanko tedaj, ko Vij € E : z;; =0V y; + ¢ij = y;.
Problem razvoza lahko resujemo z dvofazno simpleksno metodo. Mi ga bomo reSevali s simpleksno metodo na
omrezjih.
optimalna optimalna
Opomba. y je dopustna resitev duala problema razvoza < y + (e,...,£) (sama enaka $tevila) je dopustna resitev
duala problem razvoza.

Kriterijska funkcija duala: i b (yi +€) = Do biyi + iy bie = Do by + Ewgpo predpostavki
PR)

Definicija. z je drevesna dopustna resitev (DDR) < je dopustna A3 vpeto drevo T'2>: Ve ¢ T : x = 0.

Trditev. Ce obstaja dopustna resitev, obstaja tudi drevesna dopustna resitev. Predpostavimo, da je G povezan, ko
ignoriramo smeri povezav.

Dokaz. Denimo, da v G3 neusmerjen (ignoriramo smeri) cikel, na katerem so vse vrednosti z. > 0. Izberemo si
eno smer. Vse povezave v to smer so preme, v drugo smer pa obratne. Ce v eno smer ni obratne povezave, si
izberemo drugo (tam bo obratna povezava). Na premih povezavah x. poveGamo za ¢, na obratnih pa x. zmanjsamo
za t. Kirchoffov zakon Se vedno velja (e sta obe povezavi vozlis¢a na ciklu premi, ¢e obe kaZeta ven, ¢e obe kaZeta
navznoter, ¢e sta obe obratni). Za t vzamemo mingpratne Te = t. Tako ogranimo nenegativnost in zagotovimo
nicelni razvoz na povezavi, na kateri je minimum dosezen. Nadaljujemo, dokler obstajo cikli. Na koncu dobimo
Ze > 0 na nekem gozdu. Za T vzamemo ta gozd in poljubne povezave, da gozd povezemo (v DDR imamo seveda
lahko ni¢elne povezave). O

Pripomba. Kako se spremeni cena razvoza pri naSem postopku? Za 0 <t - (Ze prema Ce — Y e obratna ce). Ali pade

ali naraste pa je odvisno od predznaka izraza v oklepajih.

3.1 Simpleksna metoda na omrezjih.

Zatnemo z x DDR. Poisfemo ustrezne razvozne cene (dual) na DDR, zalensi z y; = 0. Preostale izra¢unamo z
yi +cij = y; za ij € T'. Ker ni ciklov, je to enoli¢no resljivo.

Ce velja Vij € E\T : y; + ¢ij > yj, je y dopustna za dual in s tem sta po DD « in y optimalni. V nasprotnem
primeru 3ij € E\NT >: y; + ¢ < y; ~ ¢j < y; —y;. Tedaj dodamo ij v T in dobimo natanko en cikel, ki ga
usmerimo v smeri ij. Dobimo preme in obratne povezave, izberemo ¢ := min, opratne Te- Na premih povecamo za t,
na obratnih zmanjSamo za t. Gotovo na eni od obratnih postane 0 — odstranimo to obratno povezavo, na kateri je
doseZen minimum, iz T. ij se imenuje vstopna, odstranjena pa izstopna povezava. Povezave v drevesu so tako kot

bazne spremenljivke. Ce ni obratne povezave, je primer neomejen.
>0

. ? % . _ 1 .
Kako se spremeni cena razvoza? V splosnem: ), prema Ce Y e obratna Ce < 0. Cena se spremeni za
<0

(Ze prema C¢ — e obratna ce) < 0. Gotovo se zmanjsa, ¢e najdemo dve vozlisci, kjer je y; + ¢;j < y;.

Pripomba. Ce velja Vij € E\T : y; + cij > y; (L), potem je (7¢).cp optimalna. To vemo Ze iz DD. Dokazimo Se
enkrat. Naj bo Z¢ Se ena resitev: Velja (y; + ¢;j — y;) xi; = 0, ker y; + ¢;; = y; na povezavah v drevesu (drugod pa

. . . L. >0 po predp 1.\ >0
velja z;; = 0). Toda za T, nimamo zagotovitve, da so povezave na T, zatorej je lahko | y; +¢;; —y; | T > 0. Iz
tega sledi
(Wi + cij — y5) wij < (Yi + cij — Y5) Tj.-
Naredimo ZijeE po tej neenacbi:

Z (yi + cij — yj) x5 < Z (i + cij — ;) Tij

ijeE ijeE
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Z CijTij + Z (yi —yj) iy < Z CijTi; + Z (yi —y;) Tij

iieE ijEE ijEE ijEE
> e — Y i~y @i < Y e — Y (Y5 —vi) T
ijE€E ijEE ijEE ijEE

- . . T
Upostevamo y; — y; = (ATy)ij (ne razumem) in Y-, pcijzi; = clwin 3o p (ATy)ij zi; = (ATy)" a:
lr— (ATy)T r<cl'T— (ATy)Tf
o —ylAe < Tz —yTAZ
Upostevamo Az = b (Kirchoffovi zakoni)
o —yTb <z —yTb
T < Tz

Ker je T poljubna, je x res optimalna.
Pripomba. Naj bo =z DDR.
Wi+ey—y)z; =0 /Y

ijEE
r—bly=0
Torej je ¢’z = bTy res za vsako DDR in pripadajoce razvozne cene.

Trditev. Vpeto drevo enoli¢no dolo¢a DDR.

Dokaz. Izberimo list. z. je na edini povezavi z lista enoli¢no dolo¢en. List in povezavo odstranimo, rekurzivno
nadaljujemo. O

Posledica. Dopustnih resitev je koncéno. Edini nacin, da se simpleksna metoda na omreZjih ne ustavi, je ciklange
degeneriranih korakov. Tega se (ne bomo dokazali) resimo s Cunninghamovim pravilom:

e Naj bo r izbrani koren.
e Med kandidatkami za izstop izberemo tisto, ki je prva na poti od r do vstopne povezave.

Pripomba. Do zafetne DDR pridemo preko reSevanje pomoznega problema: Naj bo r poljuben koren. Za vsak

veV\{r}
o Ce je by > 0 (mesto porablja mleko): dodamo umetno povezavo rv, ¢e Se ne obstaja, in nastavimo ., = b,,.

e Ceje b, < 0 (mesto proizvaja mleko): dodamo umetno povezavo vr, ¢e Se ne obstaja, in nastavimo x,, := —b,.

Za vse ostale povezave nastavimo z. := 0. Prvotne povezave naj imajo ceno 0, umetne pa ceno 1. To je o¢itno
DDR. Problem je tudi omejen, saj imamo kon¢no povezav s cenami bodisi 0 bodisi 1. Sedaj konstruiran pomozen
problem resimo.

Ce je optimalna vrednost tega problema 0, dobimo dopustno resitev originalnega problema, ko odstranimo
umetne povezave. Ce pa je optimalna vrednost nenicelna, pa dopustna resSitev prvotnega problema ne obstaja.

Pripomba. Ce ne moremo izbrati izstopne povezave = vse povezave v ciklu so preme = lahko jim dodamo poljuben
t = problem je neomejen.

Izrek. Izrek o celostevilskih resitvah. Naj bo b, € Z.
1. Ced dopustna resitev, obstaja tudi celostevilska dopustna resitev.
2. Ce 3 optimalna resitev, obstaja tudi celostevilska optimalna resitev.
Dokaz. Dokazujemo dve trditvi.

1. ReSimo pomozni problem. Razvozi so sprva £b, ali 0 in ostanejo celostevilski tekom reSevanja.
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2. Naredimo Se drugo fazo. Na vasakem koraku imamo celoStevilsko dopustno resitev, torej tudi na koncu, ko
imamo optimalno reSitev.

O

Definicija. A € R™*" je dvojno stohasti¢na, ¢e a;; > 0, Vj € {l.n} : 3311 a;; = Lin Vi € {1.n} : 330 a4y = 1
ZDB vsaka vrstica se seSteje v 1 in vsak stolpec se seSteje v 1 in matrika ima samo nenegativne vrednosti.

Zgled.

0,1
0,5
0,4

)

0 0,9
A= 0,1

?

4
6 0

0
0,
Definicija. P € R™*" je permutacijska, ¢e je v vsakem stolpcu in vrstici natanko ena 1, ostalo so pa ni¢le. O¢itno
je vsaka permutacijska matrika dvojno stohasti¢na.

Pripomba. Permutacijskih matrik dimenzije n x n je nl.

Trditev. Naj bo A € R"*" dvojno stohasti¢na. Potem 3P permutacijska, da velja p;; > 0 = a;; > 0.

Dokaz. Skonstruirajmo omrezje: (V,E), V = {vi,...,v,,81,...,8,} (mo¢ 2n) E = {v;s;;V :4,j € [n] 2: a;; > 0}.
Torej natanko vse povezave iz vrhnjih v spodnja vozliséa, kjer je pripadajoc¢i element dvojno stohasti¢ne matrike
A pozitiven. Vi : by, = —1, Vi : by, == 1. Vi, j : ¢y,5, = 0. Dopustna reditev: x,,s; = a;; (za a;; > 0) — hkrati tudi

optimalna.
Zakaj je to dopustna resitev? Poglejmo Kirchoffove zakone — to velja po predpostavki, da je A dvojno stoha-

sti¢na:
E ai]‘ = 1, E aij =1
7 7

Po izreku o celostevilskih reSitvah obstaja celostevilska resitev: x,, s, € Z. Oznacimo p;; = To;s, (=0,Cevs; € E).
Tedaj velja Dij >0, ijij, Zipij =1, Pij € Nj in Dij > 0= Pij = 1=y =1= V;S; € E = aij > 0.
Potemtakem je res, da je P permutacijska matrika. O

Posledica. Kéningov izrek o plesnih parih. Imejmo r—regularen dvodelni graf G = XUY . Iz tega sledi | X = {x1,...,zp}| =

Y ={y1,..-,ynt| = n (ker |X|-r = |Y|-r). Potem ima G popolno prirejanje (natanko ena povezava iz vsakega
vozlisca).
Dokaz. Uporabili bomo zadnjo trditev. Konstruirajmo dvojno stohasti¢no matriko A = [a;;] takole: a;; =
1
s osmy; €R . . . ; i
{6 iYj e A je dvojno stohasti¢na — a;; > 0, Zj a;; = r% =1 = Y, a;. Obstaja permutacijska ma-
3 TiYj

trika P € R™"™ 3:pj; > 0= pi; =1=a;; >0= a; = % = 2;y; € E. To nam daje popolno prirejanje —
M = {zy;;pi;; =1} C E (pij = 1 = x;y; € E) Res je prirejanje, pri fiksnem i je >, p;; = 1 (analogno za j) =
natanko ena povezava gre iz vsakega vozlisca. O
3.2 Problem razvoza z omejitvami (PRO)

Definicija. Naj bo G usmerjen uteZen graf, Vo € V : b, € R, Ve € F : ¢, € R, Ve € E : u, € [0,00]. I8¢emo
min ¢z, da veljajo Kirchoffovi zakoni (Az = b) in Ve € E : 0 < x, < u, (sedaj imamo 3e zgornje omejitve prevoza
na povezavah).

Definicija. Ce je = dopustna reSitev, pravimo
e . =0 < ,povezava je PRAZNA®,
e 1. = u, < ,povezava je NASICENA¥,

Definicija. = je drevesna dopustna resitev (DDR) < je dopustna A3 v G vpetodrevo T 2: Ve € E:e g T = e
prazna Ve nasicena.
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3.2.1 Resevanje PRO s simpleksno metodo

Naj bo z DDR. Izra¢unamo y razvozne cene. Zahtevi, da vstopno povezavo ij ¢ T dodamo v drevo:
e Ce je 1j prazna: y; + ¢;; < y;
e Ce je 1j nasicena: y; + c;jj > ¥

Izbiranje izstopne povezave:

e Ce je ij prazna: t := min ({u. — z.;e prema} U {z.;e obratna}). Na premih povetamo za ¢, na obratnih
zmanjSamo za t. Kjer je minimum doseZen, povezava izstopa.

e Ce je ij nasifena: t := min ({z.;e prema} U {u. — x.;e obratna}). Na premih zmanjSamo za ¢, na obratnih
povecamo za t. Kjer je min dosezen, povezava izstopa.

Trditev. Ce ne moremo izbrati vstopne povezave, je dana DDR optimalna.
Dokaz. Najbo x DDR, v kateri ni mo¢ najti vstopne povezave. Po tej predpostavki velja Vij & T : z;; = 0Ay;+ci5 >
y; Vx5 = ui; ANy +¢i; < yj. Naj bo sedaj T poljubna dopustna reSitev.

Oglejmo si relacijo med naslednjima dvema izrazoma:

Witcij —y) T 2 (yi+cij — ;) i

o Cejex;; €T, potem 0=0

o Cejewx;j ¢ T in x;; =0, potem (> 0) (>0) >0

o Ceje x;; € T in m;; = u;j;, potem (y; —cij —y;) < 0in T, < zy;. Ko /- (y; — ¢ij — y;), kar je <0, dobimo

(Yi — cij — Y3)Ti5 > (Yi — cij — y;) Tij-

? je potemtakem >. Nadaljujmo; na obeh straneh neena¢be napravimo

ijeB"
Yo ite—y)Ty =Y (it ey —yp)ay
ijJER ijeEE
Z CijTij — AT ) > Z CijTij — AT )
ijeE ijeE
. uporabimo (4z)” y = bTy in (Az)" y = b7y (z je dopustna resitev — Kirchoffovi zakoni) ...
Z Cljxij/bT/yZ Z Ci]xlj/bT/y
ijEE ijEE
Tz > ch,
torej je x res optimalna. O

Pripomba. Ce so vse povezave preme in kapacitete oo, ne moremo igbrati izstopne povezave. Takrat je problem
neomejen. To se lahko zgodi le, ¢e je vstopna povezava prazna. Ce je nasiena, bo izstopna vedno obstajala,
nenazadnje vsaj tista, ki je bila vstopna.

Vprasanje. A se postopek vedno zaklju¢i? Ne, lahko pride do ciklanja, ki se mu lahko izognemo tako, da (Cun-
ninghanovo pravilo — ne bomo dokazali):

e Ce je vstopna prazna, izmed kandidatk za izstop vedno izberemo prvo

e Ce je vstopna nasicena, izmed kandidatk za izstop vedno izberemo zadngjo.

Pripomba. Lahko se zgodi, da je vstopna povezava ista kot izstopna. Recimo ¢e se pretvori iz prazne v nasi¢eno ali
obratno.

Vprasanje. Kako do zacetne DDR?
Naj bo r koren. Za vsako vozlisée v € V' \ {r}:

e ce je b, < 0: dodamo umetno povezavo vr s kapaciteto —b,, razen e je vr € E in Uy, > —b,,.
e ce je b, > 0: dodamo rv s kapaciteto b,, razen ce je rv € E z Upy > by.

V tem pomozZnem primeru je vedno trivialno najti DDR: x,, = —by, Try = by,. Umetne povezave imagjo ceno 1,
prvotne pa ceno 0. Naredimo simpleksno metodo na omreZjih. Ce dobimo optimalno vrednost 0, je problem dopusten,
Sicer ni.
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4 Pretoki in prerezi
Zgled. Imamo Sest mest. V A je izvir vode, v F' pa poraba. Dane povezave med njimi so cevi s kapacitetami. Cilj
je iz A v F prepeljati ¢im ve¢ vode, upoStevaje kapacitete.

Definicija. Problem maksimalnega pretoka — max flow. Naj bo G usmerjen graf ter s in ¢ izbrani vozliséi — zacetno
in konéno. Ve € E : konec (e) # s A zacetek (e) # t. Imamo kapacitete: Ve € E : u, € [0..00]. Za dopusten pretok
z velja Ve € E: 0 < z¢ < u.. Veljati morajo Kirchoffovi zakoni: Vv € V' \ {s,t} : 3 coier(e)=0 Te = 2konec(e)=v Le
(nicelni pretok je dopusten). Is¢emo max Zzaéetek( ¢)=s Te — vrednost pretoka.

Pripomba. Sestejmo Kirchoffov zakon po vseh v € V' \ {s,t}:

)R DS

zacetek(e)#s konec(e)#t
odstejmo na obeh straneh povezave, ki se ne za¢no v s in ne konc¢ajo v t:

S o= Y

zacetek(e)#sAkonec(e)=t konec(e)#tAzacetek(e)=s

)DRETD S

konec(e)=t zacetek(e)=s

pristejmo x4 (¢e obstaja, sicer je 0):

Definicija. Graf kot v maksimalnem pretoku. Prerez (cut) je mnozica vozlis¢ C C V, ¢ s € C'int ¢ C. Kapaciteta
prereza je Ziec.jgzc u;; € [0,00]. I8¢emo minimalni prerez, t. j. prerez z najmanjSo kapaciteto. Gotovo 3, ker je
prerezov koné¢no.

Trditev. Naj bo x poljuben pretok in C' poljuben prerez. Velja vrednost pretoka z < kapaciteta C.

Dokaz. Dokaz trditve. Za¢nimo s Kirchoffovim zakonom:

oeV\{sth: Y we= Y w />

zacetek(e)=v konec(e)=v veC\{s}
DRI SR
zaletek(e)eC\{s} konec(e)eC\{s}

(sicer itak ni povezave, ki bi imela s za konec, zato bi lahko tudi pisali kar konec (e) € C'). Sedaj odstejemo skupne
povezave, se pravi tiste, ki se zac¢no in kon¢ajo v vozlis¢ih, ki sta obe v C:

> > -

zaletek(e) €C'\{s}Akonec(e)ZC\{s} konec(e)eC\{s}Azacetek(e)ZC\{s}

Do T m Y = Y Tt Y Ty

ic€C,jgC j&C igC,jeC jeC

Z Tij — Z T = Z Tgj+ Z Tgj = Z x,; = prostornina pretoka

i€C,j¢C iZC,5eC jec j¢cC jeEV
E l‘sj = E :Eij — E xij
JjEV i€C,j¢C 1gC,5eC

Sedaj uporabimo Zz‘gzc,jec zij >20inVie C,j €C:my < uyj

>0
Zfsj: Z Tij — Z Tij < Z Tij < Z Ui

JjeEV i€C,j¢C igC,jeC 1€C,jgC 1€C,jgC

Desna stran je natanko kapaciteta prereza. Torej je vrednost poljubnega pretoka manjsa ali enaka kapaciteti

poljubnega prereza
Yo Y
jev i€C,jgC
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Posledica. Ce potemtakem najdemo prerez in pretok iste vrednosti, sta oba optimalna. ZDB Ce je vrednost pretoka
x = kapaciteta prereza C, sta oba optimalna.

Izrek. Velja natanko ena od mozZnosti:

e Obstajajo pretoki s poljubno velikimi vrednostmi = v takem primeru imajo vsi prerezi kapaciteto co. Odcitno
po prejsngi trditvi.

e Obstaja najvecji pretok = 3 prerez, katerega kapaciteta je enaka volumnu najvedjega pretoka. (tole pa ni ved
ocitno)

Dokaz. Prevedemo na problem razvoza z omejitvami. Dodamo povezavo ts. Na prvotne povezave damo ceno
c. = 0, na ts pa ceno ¢;s = —1 in kapaciteto uss == 0o. Na vseh vozlis¢ih nastavimo proizvodnjo na b, = 0.
Dobljeni problem je o¢itno dopusten, nenazadnje je dopustna resitev Ve € E : z. = 0. Potemtakem

e je lahko bodisi neomejen: tedaj so vsi pretoki neomejeni in vse kapacitete prerezov oo.

e bodisi ima optimalno resitev: tedaj ima optimalno drevesno resitev x. Osredoto¢imo se na to vejo.

Naj bodo y, razvozne cene. Oglejmo si ts. Ta zagotovo ni nasifena, saj ima neskon¢éno kapaciteto. Velja
Yt + cts > ys (ker ¢z = —1), torej yy >y, + 1.

Sedaj definiramo C = {v € V;y, < ys}.
Trdimo, da je C prerez: s € C, ker ys, < ys, t € C, ker y; € ys (kajti yp > ys + 1).

Trdimo, da ima C' enako kapaciteto kot prostornina pretoka.

=0 rvot
Vzemimo i € C,j € C, torej y; < ys in y; > y,. Primerjajmo sedaj y; + (rg”o ne) ? wy;. Vemoy;+0=y; <

Ys < yj, torej ? ? je <. Kaj lahko sklepamo o ij glede na to, da je resitev optimalna in da velja y; + ¢;; < y;?
Ce bi bila povezava neprazna in nenasicena, bi morala biti v drevesu, torej y; + c;; = y;. Ce bi bila povezava
prazna, bi lahko naredili en korak simpleksne metode na omreZzjih, torej z ne bi bila optimalna resitev. Se
pravi je 7j nasicena.

. . . . . L . =0 (prvotna)
Vzemimo i € C,j € C, torej y; > y, in y; < ys. Primerjajmo sedaj y; + Cij ? y;. Vemo y; +0 >
Ys > yj, torej ? je >. Kaj lahko sklepamo o ij glede na to, da je resitev optimalna in da velja y; + ¢;; > y;7?
Ce bi bila povezava neprazna in nenasifena, bi morala biti v drevesu, torej y; + Cij = Yj- Ce bi bila povezava
nasi¢ena, bi lahko naredili en korak simpleksne metode na omrezjih, torej = ne bi bila optimalna resSitev. Se
pravi je ij prazna.

Oglejmo si sedaj prostornino nasega pretoka:

prazne

Z xsv _ Z naslcene Z xlj _ Z uz] Z 0

veV 1€C,jgC igC,jeC 1€C,jgC igC,jeC

Torej je prostornina pretoka enaka kapaciteti prereza. Iz tega sledi, da je pretok maksimalen in prerez
minimalen in da imata enako vrednost.

O

4.1 Algoritem za hitro reSevanje naloge najvecjega prereza: Ford-Fulkerson (FF)

prema
Naj bo x pretok. Refemo, da je vgvy - - - v, povefujoca pot, ¢e velja vg = s, vy =t inVi € {1.. (k— 1)} : v;v;41 € EA

nenasiena obratna neprazna, prema obratna
L1 < Upgogy V0108 € EATy, 0, > 0. Oznacimo t == min | § Uy,v, — Tojuig; ViVig1 € B p U T,y 05 Vip10; € B

Velja t > 0 — degeneriranih korakov nimamo. Na premih pretok povecamo za t, na obratnih ga zmanjsamo za t.
V vseh situacijah se Kirchoffov zakon ohranja.

Kako pa najdemo povecujoco pot? C := {s} dopolnjujemo s sosedi, ki so ustrezni kandidati za pove&ujoco pot.
Povezave do teh sosedov so nenasi¢ene za preme in neprazne za obratne. Nadaljujemo z dopolnjevanjem, dokler
t € C. Tedaj smo nasli povefujoco pot in povetamo pretok in ponovimo postopek (ZDB povecujoco pot lahko
recimo is¢emo z BFS). Lahko pa se zgodi, da t ¢ C' in ne moremo ve¢ ustvariti novih ustreznih vozlis¢. Tedaj je C
prerez. Zaij € E:i € C,j & C je ij nasiena, sicer bi j lahko dodali v C. Za ij € E :i & C,] € C je ij prazna,

sicer bi ¢ lahko dodali v C. V tem primeru je vrednost pretoka Z’LEC]QCV“lleCJECV Zzecjec Usj-
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Ali se FF vedno konca? Ce imamo iracionalne kapacitete, se ne kon¢a nujno.

Znano implementacijo FF sta naredila Edmunds in Karp, tam sta vedno izbrala najkrajso pove¢ujoco pot (BFS).
Izkaze se, da taka implementacija vedno preneha z izvajanjem.

V enem koraku lahko pregledno operiramo tudi na ve¢ poveCujo¢ih poteh hkrati, ¢e so le-te disjunktne po
povezavah.

Ali bi FF deloval, ¢e bi uporabili le povecujoce poti s premimi povezavami? Ne. Primer:

Slika 2: Edina preostala pove¢ujoca pot je oznacena z rumeno. Nima le premih povezav.

5 Prirejanja in pokritja

Definicija. Naj bo G = (V, E) graf. M C F je prirejanje < Ve, f € M : e # f = eN f = () ZDB nobeno vozlisce
iz V ni krajiscée ve¢ povezav iz M.

Prirejanje je popolno, ¢e je prirejanje in Vv € Vde € M : v € e ZDB vsako vozlis€e iz V je krajis€e natanko ene
povezave iz M.

Pokritje je P CV, ¢e Ve € E : eN P # () ZDB vsaka povezava ima vsaj eno krajisce v P.

Ustrezno prirejanje je M = (). Ustrezno pokritje je P = V.

Pripomba. Popolno prirejanje ne obstaja vedno. Recimo graf z liho vozlis¢i nima popolnega prirejanja. Recimo
tricikel ima u (G) = 1, torej eno izmed treh vozlis¢ ne bo krajisce nobene povezave, ne glede na izbiro prirejanja M.

Definicija. p(G) je velikost najveGjega prirejanja. 7 (G) je velikost najmanjSega pokritja.
Trditev. VeC trditev:

1. Naj bo M prirejanje in P pokritje. Tedaj velja | M| < |P].

2. u(G) < 7(G) (neposredno sledi)

3. M prirejanje, P pokritje, |[M| = |P| = M je najvedje prirejanje in P najmanjse pokritje in velja p(G) =
7(G) = |[M| = |P|. (neposredno sledi)

Pripomba. V splosnem ne velja p (G) = 7 (G): Primer je graf dveh tri-ciklov, in ene povezave med njima: u(G) =3
toda 7 (G) = 4. Velja pa 1 (G) = 7 (G) za dvodelne grafe. Dokaz kasneje.

Dokaz. Dokaz trditve. Na vsaki povezavi iz M mora biti vsaj eno vozlisée iz P. Ve € M3v € P : v € e in za razli¢ne
e dobimo razli¢ne v, ker je M prirejanje. Dobimo injektivno (ker je M pokritje) preslikavo M — P. O

Definicija. Naj bo M prirejanje v G = (V, E). e € E je vezana, e e € M. e € FE je prosta, ce e ¢ M. v € V je

sledi iz M pokritje
vezano vozlisce, ¢e 3 ! ec€ M >:vee veV je prosto vozlisce, e fle € M 3: v € e.

Definicija. Pot je izmeni¢na/alternirajoca, ¢e se na njej izmenjujejo proste in vezane povezave.

Definicija. Alternirajo¢a pot je poveCujoca, Ce se zafne in konca s prostim vozlis€éem. Ni dovolj, da se zacne in
koné¢a s prosto povezavo, da bo pove¢ujoca, je pa to potreben pogoj.

Definicija. Naj bosta A, B mnozici. A® B :=(AUB)\(ANB)=(A\ B)U(B\ A) je simetri¢na razlika mnozic.
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Trditev. Ce je M prirejanje in P povecujoa pot, je M @ P tudi prirejanje in |M @ P| =|M|+ 1 ZDB ¢e v grafu s
prirejanjem M in pove¢ujoco potjo P obrnemo lastnost prosta/vezana povezav v P (torejzae € P: e € M — e & M
in obratno e ¢ M — e € M), bomo zmanjsali §tevilo povezav v M za 1 in M bo ostal prirejanje.

Dokaz. Ocitno. O
Izrek. Berge. M je najvecje prirejanje < P povecujoca pot.

Dokaz. Dokazujemo ekvivalenco.

(=) Sledi iz zgornje trditve.

(<) Naj M ni najvecje prirejanje. Tedaj 3 drugo prirejanje M’, ki je vecje. Naj bo H podgraf G z E (G) =
Mo M,V (H)=1V. Velja degy (v) < 2 za vsako vozlisce, ker sta M in M’ prirejanji. Vsako vozlisce je
lahko vsebovano v 0 povezavah, v eni ali v dveh, nikakor pa ne v vecih.

Kaj to pomeni za komponente tega grafa, ki ima samo vozlis¢a stopnje kve¢jemu 27 To pomeni, da so
komponente tega grafa poti (kjer se izvor povezav izmenjuje — ..., iz M, iz M’, iz M, iz M’, ...) in sodi
cikli (z isto lastnostjo).

Lihi cikli ne morejo biti, saj se morajo povezave v ciklu izmenjevati, torej ena iz M, druga iz M’, tretja
spet iz M in nikakor se ne more zgoditi, da bi dve povezavi iz M ali dve povezavi iz M’ imeli skupno
vozlisce (ker sta M in M’ prirejanji).

Ker je |M’| > |M]|, je v H ena komponenta, ki je pot, ki se za¢ne in kon¢a s povezavo iz M’, na kateri se
izmenjujejo povezave po izvoru (M’, M, M', M, M’, ...). Taka pot je glede na M alternirajoc¢a. Povezave
iz M’ namre¢ niso iz M, sicer bi zaradi konstrukcije H (M @ M') ne bile povezave v H. Preverimo Se,
da sta zacetno in konéno vozlis¢e prosti, da bo pot povecujoca glede na M.

Ce zacetno vozliste ne bi bilo prosto (&e bi bilo vezano), bi obstajala neka povezava s krajigéem v tem
vozlis¢u, ki je iz M. Toda e ¢ H, ker potem to vozlis¢e ne bi bilo zadetno — vzeli smo celo komponento
v grafu H. Ker e ¢ H ANe € M, sklepamo, da e € M’, kar se pa tudi ne more zgoditi, ker vozlisée Ze ima
povezavo iz M’ (prva povezava na najdeni poti).

Isto sklepanje, da je kon¢no vozlisée prosto. Nasli smo povecujoco pot.
O

Iskanje najvecjega prirejanja smo prevedli na iskanje povecujoCih poti. Torej: za¢nemo s praznim prirejanjem
in i8¢emo povecujoce poti. Ko naenkrat ta ne obstaja ve¢, smo nasli najvecje prirejanje.

Za splosne grafe obstaja Edmundsov algoritem/Blossom za iskanje najvedjega prirejanja, ki je u¢inkovit (tezav-
nostni razred P).

Za dvodelne grafe madzarska metoda pokaze u (G) = 7 (G).

5.1 Madzarska metoda (MM)

Madzarska metoda je metoda za iskanje povecujoc¢ih poti v dvodelnih grafih.

Vhodni podatki za metodo: G = (V = X UY, E) dvodelni graf, M prirejanje (lahko za¢nemo s praznim). Is¢emo
povedujode poti. Definiramo dve mnozici, S = {prosta vozliséa v X}, T = 0. T bo podmnozica Y. Na vsakem
koraku:

S = S U{vsa vozlis¢a v X, do katerih lahko pridemo po vezanih povezavah iz T'}

T =T U {vsa vozlis¢a Y, do katerih lahko pridemo po prostih povezavah iz S}

Zapisujemo si, po kateri povezavi smo prisli do vozliséa v V', ko ga dodamo.

Ce v nekem trenutku 7" vsebuje kaksno prosto vozlisée, smo nasli povecujoco pot. Sicer je v nekem trenutku novi
S isti kot stari S in novi T isti kot stari T'. Tedaj je M najvecje prirejanje in nasli bomo pokritje, da bo |P| = |M]|.
Trditev. Naj se MM ustavi in vine S” = S in 7/ =T in M. Potem je P := (X \ S)UT pokritje in |P| = |M|. Torej
je M najvelje prirejanje, P najmanjse pokritje in u (G) = 7 (G).
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Dokaz. Na koncu imamo S in X \ S ter T in Y \ T. Zaradi dvodelnosti grafa so povezave lahko le med S in T', med
SinY\T,med X\ SinT termed X\ SinY\T.

Trdimo, da med S in Y \ T ni vezanih povezav. Po konstrukciji S so edina vezana vozlisca iz S tista, ki so
vezana z vozliséi iz T

Trdimo, da med S in Y \ T ni prostih povezav. Ce bi kaksna bila, ne bi bili na koncu MM, saj bi lahko vozlisca,
ki imajo proste povezave (vsa taka so v .S), dodali v T.

Trdimo, da med X \ S in T ni vezanih povezav. Ce bi kaksna bila, ne bi bili na koncu MM, saj bi lahko vozlis¢a
X, ki imajo vezane povezave do T', dodali v S.

Torej imamo zares lahko samo med S in T ter X \ S in X \ T vezane ali proste povezave in med X \ S in T
samo proste povezave, med S in Y \ T pa nimamo povezav.

Iz tega takoj sledi, da je P = (X \ S) UT pokritje — torej da za vsako povezavo v grafu velja, da vsebuje vsaj
eno vozlis¢e. Vse povezave imajo vsaj eno krajisée iz X \ S ali iz T

Dokazimo e, da je |[M| = |P|.

M, = {vezane povezave med S in T}

My = {vezane povezave med X \ S in X \ T}

Ocitno je [M| = |M;| + |Ma| (to so vse vezane).

Trdimo, da je |M;| = |T| ZDB da ima vsako vozlis¢e iz T' natanko eno povezavo iz M. Ce je v T vozlisce, ki ni
krajisce kake povezave iz M1, je to vozlisce prosto. Ce bi bilo to res, ne bi bili na koncu MM, saj bi nasli povecujoco
pot.

Trdimo, da je |M,| = |X \ S| ZDB da ima vsako vozlisée iz X \ S natanko eno povezavo iz My. Ce je v X \ S
vozlisce, ki ni krajis¢e kake povezave iz My, je to vozlisce prosto. To se ne more zgoditi, ker smo po definiciji vsa
prosta vozlis¢a dali v S.

Torej |M| = |M;| + |Ms| = |T| 4+ |X \ S| = |P| in zato je | M| maksimalno pokritje. O

Pripomba. Imamo sledece probleme:

’ \ dvodelni grafi \ splosni grafi ‘

najvecje prirejanje | lahek — MM | lahek — Edmunds
najmanjSe pokritje | lahek — MM | tezek — NP-poln

Tabela 8: Kako tezki so problemi

Tezavnost MM: M lahko povecamo najve¢ n—krat (n = VG), S in T pa za eno povetavo M —ja zopet najved
n—krat: O (n?).

Izrek. Hall. G dvodelni graf, V.= X UY. Obstaja popolno prirejanje iz X vY < VA C X : |A| < |N (4)].
Dokaz. Dokazujemo ekvivalenco:

(=) Ocitno. Elementi vsake podmnozice X so povezani z vsaj toliko elementi iz mnozZice Y, ker obstaja
popolno prirejanje iz X v Y, zato |A| < |N (A)].

(<) Po predpostavki velja VA C X : |A] < |N (A)|. Naj bo M najvedje prirejanje G. Dobimo S, T iz MM, Ker
S C X, po predpostavki velja |S| < |N (S)]. Poleg tega, ker so edine povezave iz S v T, je N (S) C T.
Torej S| < [N (S)] < T, zategadelj |S| < |T].

M| PSP XS]+ ] > X\ S|+ (8] = |X]|

Dokazali smo |M| > | X|. No, ker gre za prirejanje v dvodelnem grafu, |M| < |X]|, se pravi |M| = |X| in
spet zaradi dvodelnosti velja, da obstaja popolno prirejanje iz | X| v |Y].

O
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5.2 Madzarska metoda z utezmi (MMU)

Imejmo polni dvodelni graf K, , (ima n! popolnih prirejanj) z utezmi na povezavah ¢;; € RU {oo}. Torej dobimo
matriko C' = [c;;] € (RU {o0})"™". Vsako popolno prirejanje je podano s permutacijo m € Sy,: @; ~ yr,. Mi i&emo
najcenejSe popolno prirejanje, torej minges, Y iq Cim - Ceprav je popolnih prirejanj n!, obstaja ucinkovit algoritem
za iskanje najcenejSega popolnega prirejanja.
Tipi¢ni primer: Ljudje in naloge; vsakemu ¢loveku Zelimo prirediti eno nalogo — assignment problem.
Opazimo razliko med tem problemom in problemom potujodega trgovca (TSP), kjer {2 omejimo samo na per-
mutacije z natanko enim ciklom in naloga postane NP-tezka: minzeg, r cikliéna Z?Zl Cir; -

Postopek MMU  Naj bo C':= [¢5];;cy 3 € (RU {oo})™ ™.

1. Od vsakega stolpca odstejemo najmanjsi element tega stolpca. Torej bo gotovo vsaj ena 0 v stolpcu in vsi
elementi stolpca bodo nenegativni. To je analogno manjSanju vseh utezi iz enega vozlis¢a za neko vrednost
in to o¢itno spremeni cene vseh moznih popolnih prirejanj za to Stevilko, namre¢ vsako vsebuje povezavo
iz vozlisca, ki ga predstavlja ta stolpec in to natanko enkrat. Potemtakem to ohranja najcenejSe popolno
prirejanje oziroma celo vrstni red moznih popolnih prirejanj, urejenih po ceni — vsakemu se cena zmanjsa za
konstanto.

2. Od vsake vrstice odstejemo najmanjSo vrednost. Torej bo gotovo vsaj ena 0 v stolpcu in vsi elementi vr-
stice bodo nenegativni. Podoben razmislek kot zgoraj pripelje do zakljucka, da tudi te operacije ohranjajo
najcenej$e popolno prirejanje.

3. Nova matrika vsebuje elemente iz [0, 0], v vsakem stolpcu in v vsaki vrstici pa je vsaj ena ni¢la. O¢itno se
maksimalno prirejanje ni spremenilo.

4. Ce lahko najdemo n nicel v tej matriki, da je v vsakem stolpcu in v vsaki vrstici natanko ena izmed teh
izbranih, smo nasli najcenejSe popolno prirejanje s ceno 0. To so povezave na mestih teh nicel.

5. IzkaZe se, da se v nasprotnem primeru da vse nic¢le pokriti z < n vrsticami in stolpci. Tedaj vzamemo ¢ =
najmanjSa nepokrita vrednost. Velja e > 0. Od vseh nepokritih elementov odstejemo €, vsem dvakrat pokritim
elementom priStejemo e. Enkrat pokrite elemente pustimo. Nadaljujemo s korakom [4]

Zgled. Oglejmo si primer Stafete z zacetka te skripte. Resili ga bomo z MMU. Ker potrebujemo kvadratno matriko
oziroma poln dvodelni graf, kjer je |X| = |Y|, bomo dodali dva stolpca tabeli (dve fiktivni disciplini). Lahko si
predstavljamo, da bo tekmovalec, ki dobi tako fiktivno disciplino, ,sedel na klopi“ — zato v teh dveh stolpcih cene
nastavimo na 0.

tekmovalec\disciplina prsno hrbtno delfin prosto klopl klop2

1 65 73 63 o7 0 0
67 70 65 58
68 72 69 55
67 75 70 59
71 69 75 o7
69 71 66 59

SO W N
OO O OO
OO O OO

Tabela 9: Podatki o tekmovalcih — matrika C

Izvedemo koraka [I] in 2 in dobimo novo matriko:
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tekmovalec\disciplina prsno hrbtno delfin prosto klopl klop2

1 U A [ Z K K
2 2 7 2 3 i} 9
3 3 3 i [ K K
4 2 6 7 4 Y M
5 [ [ 17 Z K K
6 4 2 3 4 ] 0}

Tabela 10: Matrika C po izvajanju korakov [I] in

V njej najdemo 5 < 6 vrstic/stolpcev, ki jih pre¢rtamo, da prec¢rtamo vse nic¢le. € = 2 odstejemo neprecrtanim
in pristejemo dvakrat pre¢rtanim. Doimo novo matriko:

tekmovalec\disciplina prsno hrbtno delfin prosto klopl klop2
1 4 2

o Ul W N
N OO W oo
IO ik w Wt

R o oolo o
CINCI ORI

oo N O W
[« el NN

Tabela 11: Matrika C' po izvajanju korakov [I] in [2]
Sedaj pa lahko najdemo n nicel, ki pokrijejo celo matriko in s tem optimalno Stafeto.

Iskanje nicel za értanje vrstic Kako vemo, ali obstaja n nic¢el, da z njimi pokrijemo celo matriko? Kako vemo,
da ne, ko ne, in kako potem najdemo < n nicel, ki pokrijejo vse nicle?

Konstruiramo pomoZen ,nicelni graf“. To je dvodelni graf V = {vy,...,vp,81,...,8n}, vozlis¢a ene particije
predstavljajo vrstice, vozlis¢a druge pa stolpce. v;v; € E & ¢;; = 0 ZDB poveZzemo vrstico s stolpcem, ¢e je njun
presek nicla.

Na tem pomoZnem ni¢elnem grafu pozenemo MM in dobimo najvedje prirejanje in najmanjSe pokritje. Vemo,
da sta v dvodelnem grafu enaka. Lahko se zgodi dvoje:

e bodisi je M popolno prirejanje (|M| = n) — potemtakem smo nasli n nicel (povezave v M, ki povezujejo
particijo vrstic in particijo stolpcev) tako, da pokrijemo z njimi celo matriko,

e bodisi m ni popolno prirejanje (|M| < n). MadZarska metoda nam v tem primeru vrne $e najmanjse popolno
pokritje, da |P| = |M| < n. Se pravi lahko izberemo < n vozlis¢ (P) — bodisi vrstic bodisi stolpcev, ki
pokrijejo vse nicle.

— Vrsticam v P (torej vozlis¢a iz X \ S) pristejemo ¢, stolpcem izven P (torej v Y \ T) odstejemo €. To ne
spremeni najcenejSega popolnega pokritja. Oc¢itno, razlaga je malce visje.

— Res torej velja, da nepokritim elementom odstejemo e , dvakrat pokritim pa pristejemo e.

— Zakaj se algoritem ustavi? Povezavam med S in T ne pri§tevamo/odstevamo — enkrat pokriti stolpci.
Posledi¢no ostanejo iste. Prav tako povezave med X \ S in Y \ T" — enkrat pokrite vrstice. Tudi te
ostanejo iste. Povezave med X \ S in T izginejo do naslednje iteracije MM. To so namre¢ povezave z
nicelno utezjo in pristeli smo jim ¢. Povezave med S in Y \ T pa so vse nenicelne in ena ima utez e
(najmanjSa utez). Njim odstejemo e, torej do naslednje iteracije MM bo vsaj ena postala prosta povezava
v nicelnem grafu. Imenujmo y konec te povezave, ki je v Y \ T. Lo¢mo dva primera:

x Ce je y prosto vozlis¢e: Ker do y pridemo po prosti povezavi iz S, ga damo v T'. Sedaj je v T prosto
vozlis¢e, torej smo nasli novo povecujoco pot in s tem povecamo |M|.

x Ce je y vezano vozlis¢e: Ker do y pridemo po prosti povezavi iz S, ga damo v T'. Sedaj je v T" vezano
vozli§€e, vezano je pa z enim elementom iz X \ S (ker ni vezanih povezav med Y\ T in S (glej MM)),
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recimo mu z. Torej lahko iz vozlis¢a v T' pridemo preko vezane povezave do nekega vozliséa v X ()
in zato z damo v S.

— Torej se na vsakem koraku MMU poveca |M| ali |S]. S se lahko povea najve¢ n—krat. Potem se mora
povecati |M|. Slednji se lahko poveca najve¢ n—krat. Torej MMU se gotovo zakljuci po n? korakih MM,
vsak korak MM pa potrebuje okoli n? operacij, torej je zahtevnost MMU O (n4).

Pripomba. MMU se da implementirati bolje — v O (n3)

Pripomba. Maksimalno popolno prirejanje resimo tako, da reSimo minimalno popolno prirejanje za —C'.

6 Najkrajse poti

V tem poglavju si bomo ogledali nekaj algoritmov za iskanje najkrajsih poti v grafu.

6.1 BFS

Dan je neutezen graf G = (V, E), |V| = n. Najti Zelimo najkrajSo pot od r € V do vsakega vozlis¢a. Imamo dve
tabeli: tabelo razdalj d in tabelo predhodnikov na najkrajsi poti @ — obe dolzine n. Inicializiramo Vi € [n] \ {r} :
d; == 00, d,, = 0. Imamo tudi mnoZico vozlis¢ A C [n], ki jih je treba pregledati v naslednjem koraku. Inicializiramo

A={r}.
e dokler A # (:

— za vsak element a € A:
x A=A\ {a}
* za vsakega a—jevega soseda s:
- fejed,+1<d potemds =d,+1inms=ain A:= AU {s}

e sedaj nam d; ponazarja razdaljo najkrajSe moZne poti od r do i, s pomocjo m pa lahko to pot tudi o¢itno
rekonstruiramo.

6.2 Dijkstra

Dan je nenegativno utezen graf G = (V, E), |V| = n. Utezi so (w;;) Najti Zelimo najkrajso pot od r € V

i€[n],j€[n]"
do vsakega vozlis¢éa. Imamo dve tabeli: tabelo razdalj d in tabelo predhodnikov na najkrajsi poti m — obe dolzine
n. Inicializiramo Vi € [n] \ {r} : d; := 0o, d, = 0. Hranimo tudi tabelo obdelanih vozlis¢ A C [n]. Inicializiramo
A=0.

e Ponavljamo dokler A # V:

— Izberemo vozliste i € [n] 3:1 ¢ AAV) € [n] : d; < d; ZDB neobdelano z najmanjso razdaljo do .
— A:=AU{i}
— Za vsak i—jev sosed s:
* Ce je dj + w;s < dg:
©dg = w; + wis
- T =1

e Cene za vsako vozlis¢e v je cena r,v—poti v d,,. NajcenejSo pot lahko rekonstruiramo s tabelo 7.

Korakov je najve¢ toliko, kolikor je vozlis¢. Na vsakem koraku pregledamo vse sosede — O (\V\2) Da se imple-

mentirati hitreje: O (|E|-log|V]) ali O (|E| + |V]log |V]).
Dijkstra lahko da napacne odgovore na grafu z negativnimi utezmi. To je zato, ker se zanaSa na trikotnisko
neenakost, torej dup + dpe > dgc, kar pa ni nujno res za grafe, ki dopuscajo negativne utezi.
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6.3 Najkrajse poti v acikliénih grafih (DAG) — topoloska ureditev
Naj bo G utezen usmerjen graf brez usmerjenega cikla. UteZi so lahko tudi negativne.
Definicija. Topoloska ureditev je bijekcija ¢ : V (G) — [n] 3: Vij € E(G) : ¢ (i) < ¢ (4).

Da najdemo topologko ureditev, vzamemo vozlis¢e z vhodno stopnjo 0 kot prvo vozlisée. Odstranimo njegove
povezave in nadaljujemo na preostanku grafa (torej spet najdemo vozlis¢e z vhodno stopnjo 0 in ga vzamemo kot
drugo vozlis@e, ...).

To ponavljamo, dokler nam v grafu ostanejo vozlis¢a, ki jim Se ni bil dodeljen vrstni red.

Natanko tedaj ko graf ni acikli¢en, v nekem koraku ne bo ve¢ vozlis¢a z vhodno stopnjo 0, a bodo ostala
neosteviléena vozlisca.

Za, topologko urejanje potrebujemo O (|E| + |V|) operacij.

Sedaj is¢emo najkrajsSe poti na topolosko urejenem grafu takole:

e za vsak ¢ € [n] po vrsti od najmanjSega do najvecjega:
— za vsak ¢ (i) —jev sosed s:
* Ce je dy(s) + We(s)s < ds:
© s = dgi) + Weiys
N 20)
e Sedaj nam d; predstavlja ceno najcenejSe poti od ¢ (1) do i, za rekonstrukcijo te poti pa lahko uporabimo 7.

Kompleksnost: O (V| + |E|)

6.4 Bellman-Fordov algoritem

Naj bo G poljuben poljubno uteZen (utezi so lahko tudi negativne) graf. Is¢emo najkrajse poti od korena do vsakega
vozlis¢a. Algoritem vrne napako, ¢e je v grafu kak negativen cikel, do katerega lahko pridemo iz korena, sicer pa je
najvedja mozna dolZina najkrajse poti |[V| — 1.

Zacnemo z d in 7 kot prej. Postopek:

e |V| — 1—krat ponovimo:
— Za vsako povezavo ij:
* ée je d; + w;i; < dj:
. dj = dz =+ wij
Cmy=1

e Se enkrat preverimo vse povezave. Ce se po |V| korakih kak d; spet zmanjsa, vrnemo napako — v grafu je
o¢itno negativen cikel.

Kompleksnost: O (|V]-|E|).

6.5 Floyd-Warshall

Naj bo G utezen DAG, utezi so lahko tudi negativne. Najde razdalje med vsemi pari toc¢k oz. vrne napako, ¢e

obstaja kak negativen cikel. Naj bo W = [wij]i,je[n] cene so, kjer ni povezave, oo. Na ni¢tem koraku: dz(-;)) = wj;.
e za vsak k € [n] (korak):
— za vsak i € [n]:
* za vsak j € [n]:
: dz(-f) ‘= min dg?_l) (k ni vmesno vozlisce), dgl,z_l) + dg;_l) (k je vmesno Vozliéée)} — torej ob

vsakem koraku za vsak par vozlis¢ preverimo, ¢e je morebiti ceneje priti namesto obstojece poti
rajsi Se preko k.
k) . . . . e o
- komentar: d\¥ je najcenejSa razdalja med 7 in j, ¢e so vmesna vozlisca < k.

ij
(k) . k=1 (k) . _(k=1)
ij = Mgy sicer mt =

- Ce dgf_l) > dg,lz_l) + dg;_l) (Ge smo popravili pot): 7 i

Kompleksnost: O (n3) wz(f) pomeni k—ti predhodnik na najkrajsi poti od ¢ do j.
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7 Konveksna optimizacija

Gre za minimizacijo (opt je vedno min) konveksne funkcije na konveksni mnozici.

Definicija. Mnozica A je konveksna, ¢e je za poljubna x,y € A cela daljica zy tudi v A.
Uradneje: Mnozica A je konveksna < Va,y € AVA € [0,1] : (1 - XNz +dye A

V konveksnih mnozicah se ni smiselno igrati skrivalnic. — Konvalinka, 2025.

Pripomba. Vse tocke na premici skozi « in y so z 4+ A (y — ) = (1 — A) z + Ay (tole je afina kombinacija — linearna
kombinacija, kjer se skalarji sestejejo v 1) za A € R.

Vse tocke na daljici zy so (1 — A)  + Ay (tole je konveksna kombinacija — linearna kombinacija, kjer so skalarji
nenegativni in se sestejejo v 1) za A € [0, 1].

Trditev. Presek (tudi neskoncen) konveksnih mnozic je konveksen.

Dokaz. Naj bodo A;, i € I konveksne. Dokazimo, da je A = (,.; A; konveksna. Naj bodo z,y € A, A € [0,1],
i € I poljubni. Tedaj (1 —A)z+ Ay € A;, ker © € A; (ker z € A in A je presek vseh). Ker je torej (1 — Nz + Ay v
poljubnem A4;, je v vsakem, zategadelj je tudi v preseku vseh — (1 — A\)z + Ay € A. O

Definicija. Konveksna ogrinjaca.

C(A) = N K

KCR" K konv.,ACK

Ta presek je gotovo neprazen, ker je vsaj R™ konveksna. O¢itno je C' (A) konveksna, ker je presek konveksnih.
Definicija. Az + -+ + A\pzp je konveksna kombinacija vektorjev zq, ...,z < Zie[k] Ni=1AViek]: A\ >0.
Trditev. A konveksna < konveksna kombinacija poljubnih vektorjev iz A je v A.

Dokaz. Dokazujemo ekvivalenco.

(<) Ocitno. Po definiciji konveksnosti je konveksna kombinacija poljubnih dveh vektorjev spet v A, kar seveda
sledi iz tega, da je konveksna kombinacija poljubnih (in s tem poljubno mnogo, lahko tudi dveh) vektorjev
iz Av A
(=) Z indukcijo na k ($tevilo vektorjev v konveksni kombinaciji poljubno vektorjev):
e Baza: k = 1 (konveksna kombinacija enega vektorja iz A je spet isti vektor in zato spet v A
(z-1=u1a)), k =2 (konveksna kombinacija dveh vektorjev iz A je po definiciji konveksnosti spet v
A).

e k>3 Mz 4+ Apzp. Ker se morajo seSteti v 1, gotovo niso vsi koeficienti A\; = 1. BSS A < 1.
MnoZimo in delimo z neni¢elnim 1 — A\

A Py
Axy 4 Ay = (1= Ag) Lo 2R ) e
1- )\k 1-— )\k:
Sedaj smo dobili konveksno kombinacijo dveh vektorjev, ﬁm 4t f\f}\; 21 in 5. Po pred-
postavki velja, da je ta konveksna kombinacija dveh vektorjev v A, ¢e je res, da je 13% x1+ -+
ff}\i xp—1 v A. To pa je v A po indukcijski predpostavki. Imamo k — 1 vektorjev in imamo nji-
hovo konveksno kombinacijo. Gotovo velja % > 0 za vsak i. Poleg tega Zf:—ll (1:\3\,@) _
Al—‘rl—iﬁ;\z\kil:l’ ker)\1++)\k_1+/\k:1:>/\1+_|_)\k_1 :1_)\]{:
O

Lema. Ce velja A C B in B konveksna, potem C(A) C B. Ker se B pojavi v Nicrr i konvack K (ustreza
kriterijem za K ), je C'(A) C B. - B

Trditev. C(A) = {Mx1+ -+ M A, oo, A 2 0A M+ -+ A =1A21,...,2, € A} na realnih vektorskih
prostorih.

Dokaz. Dokazujemo enakost mnozic:
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(D) a1,...,x, € A. Ker je C (A) presek samih mnozic, ki vsebujejo 4, je A € C (A)*™". In po prejinji trditvi je
vsaka konveksna kombinacija vektorjev iz konveksne mnozice spet v tej konveksni mnozici.

(C) Hoc¢emo dokazati, da je konveksna ogrinjaca vsebovana v tej mnozici. Pigimo KK = {\jz1 + - - + MpZg; A1y, A = 0A N
Po lemi je dovolj dokazati, da je A C KK (ja, vsak vektor iz A je konveksna kombinacija enega vektorja iz
A) in da je KK konveksna. Tedaj po lemi velja, da je C' (A) C KK.

Dokazimo sedaj, da je konveksna kombinacija dveh vektorjev iz KK spet v KK. Vzemimo dva poljubna
vektorja iz K K. Sta oblike A\jz1 + -+ A\pxg in piy1 + -+ 0y 28 A1,y Mg, 1, -+ -5 g > 0in Zle AN=1
in Zi:l u; = 1. Dokazimo, da je njuna konveksna kombinacija v K K. Naj bo A € [0,1] poljuben:

(L= Ay + -+ Xewe) + A (payn + -+ ) = (1= A) a4+ (1= A) Az + My + -+ Ay

Velja (1 —A) Aqy .oy (1= X) Ak, Apa, ..., Ay > 0. Velja tudi, da se koeficienti sestejejo v 1:

1 1
(1—)\))\1+"'+(1_)\))\k+)\ﬂl+"')\ﬂl:(1_)‘)M+)‘M:(l_)‘)+)‘:1

O

Definicija. Naj bo A C R"™ konveksna. a € A je ekstremna tocka, ¢e ni konveksna kombinacija dveh tock x,y € A,
z,y #AZDB I\ € (0,1),2,y € A,z,y #a:a=(1—Nx+ \y. ZDB a € A ni ekstremna tocka, ¢e jo je moc
izraziti s konveksno kombinacijo kaksnih drugih tock iz A.

Zgled. Primer so oglis¢a trikotnika, torej mnozice C' ({(0,0),(0,1),(1,0)}). Tuso ekstremne tocke {(0,0),(0,1), (1,0)}.
Recimo tocka (0, %) ni ekstremna.
Pripomba. Ekstremne tocke so vedno robne. Niso pa vse robne toc¢ke ekstremne.

Definicija. A C R", A # () (prazna mnozica po dogovoru ni afina). A je afina, ceVz,y € AN ER: (1 - N)z+ly €
A. Torej z,y € A = premica med z in y je v A.

Trditev. Imejmo A C R™, A # (). NTSE:
1. A je afina
2. vsaka afina kombinacija poljubnih vektorjev iz A je v A
3. A=V +a={v+a;v € V} za linearen podprostor VC R" in a € R".

Pripomba. Kaj so afine mnozice v R3? Premice, ravnine, singletoni, {R3}. Afinim mnoZicam refemo tudi afini
podprostori.

Dokaz. Dokazujemo ekvivalenco.
(1) = (2) Indukcija na k.

e Baza. k = 1 afina kombinacija enega vektorja je vektor sam, afina kombinacija dveh vektorjev je afina
po predpostavki.

e k> 3. Imamo Az + -+ A\pxg. Ne morejo biti vsi \; = 1. BSS A\x # 1.

1— X ! 1— g kot

Alxl—i—"'—i—)\kmk:(l—)\k)( >+)\k$k

je o¢itno enako. Mnozili in delili smo z nenic¢elnim elementom. Po I. P. je li‘;k x4+ -+ 1i’;\k Tr €

At Ak .
- Torej je

A, ker je afina kombinacija k — 1 elementov iz A, ker 1i‘i\k + -+ 11\’j\k =

(1— M) (11\73%% N 1:\’3k xk) + Agxp afina kombinacija dveh vektorjev iz A in zato po definiciji

element A.
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(2) = (3) Po predpostavki je vsaka afina kombinacija vektorjev iz A v A. Zelimo dokazati, da A = V 4+ a =

{v+ a;v € V} za linearen podprostor V.C R™ in a € R™.

Opazimo, da ¢e imamo V linearen podprostor in V + a premaknjen linearen podprostor, bomo V + a dobili,
ne glede na to kateri element vzamemo za a, dokler ga vzamemo iz V + a. Torej lahko vzamemo recimo a ali
pa a+ a ali pa a + a+ a ali pa a + v za katerikoli element v iz V. Le izhodis¢e s tem priStevanjem slikamo
v razlitne elemente glede na to, kaj vzamemo za pristevanje V' —ju. Ampak tu nam je vseeno, kam se slika
izhodisce, zanima nas le cel prostor kot mnozica.

Torej vzemimo a € A poljuben. Po zgornjem razmisleku je vseeno, kateri element iz A vzamemo, v vsakem
primeru dobimo za a premaknjen vektorski prostor. Sedaj moramo pokazati, da je A res oblike V + a za nek
V' linearen podprostor. Najprej moramo najti V. Vzemimo V := A — a.

Seveda ¢e vzamemo poljuben afin podprostor in odstejemo poljuben element od njega, dobimo linearen pod-
prostor. Recimo za primer lahko vzamemo ravnino v R? in od vseh elementov oditejemo en element iz te
ravnine. Dobimo ravnino, ki vsebuje izhodisce.

Treba je pokazati Se, da je V linearen podprostor in da je V 4+ a = A (slednje je o¢itno po definiciji V).

V' je linearen podprostor, ¢e Vu,v € V, A\, u € R: Au+ pv € V. Elementi V' so oblike x — a, kjer je x element
iz A. ZDB X = {x — a;x € A} (a smo fiksirali zgoraj). Vzemimo torej poljubna x — a in y — a. DokaZimo,
dajeV\peR:A(x—a)+pu(z—y) €V (,€ V pomeni, da je oblike Z — a za nek 2). Naj bosta A\, u € R
poljubna.

Mae—a)+puz—y)=dx—-da+pur—py= x+uy+(1-A—p)a—a

A+ py + (1—=X—p)a € A, ker je afina kombinacija vektorjev z, y in a. Koeficienti se seStejejo v 1:
A+ p+ (1 —X—pu)=1. Torej je, ko odstejemo a, to element V' (ker V. = A — a).

Torej je V linearen podprostor

(3) = (1) Po predpostavki je A=V +a za a € R™ in V linearen podprostor v R™. Hoc¢emo dokazati, da je A afina

7.1

—dajeVz,ye A ANeR: (1-—XN)a+ Ay € A. Elementi A so oblike x + a za x iz V (a smo fiksirali) ZDB
A={z+a;xz €V} TorejzaVr,yc A, AER:

AI=XN@E+a)+Aly+a)=0-Nz+ y+1-Nat+ra=1-Nzxz+Iy+a

Zelimo, da je (1 — A)z + Ay +a € A, torej zelimo, da je (1 — A) 2z + Ay € V, kar pa je res, ker je V linearen
podprostor in zato vsebuje vse linearne kombinacije svojih elementov.

O

Konveksni stozci in Farkaseva [farkaSeva] lema.

Definicija. A C R" je konveksni stozec, ¢e Yo,y € A, A\, > 0: Az + py € A.

Pripomba. Imejmo z,y € A.

YA\ pu€ER: A+ py € A< A je (linearen) podprostor
VAeER: (1 =N z+ Ay € A< A je afin podprostor
VAER,A>0:(1-XNz+ Ay € As A je konveksna mnozica

VA peR, A p>0: Az + py € A< A je konveksni stozec

Zgled. Primer konveksnega stozca v R? je vse, kar je med dvema poltrakoma z izhodiéem v 0. Vse nenegativne
linearne kombinacije dveh toc¢k tega obmodcja so v tej mnozici.

Zgled. Neskonéen stozec v R3. Konéen kornet v R? pa ni konveksni stoZec (pa ¢eprav je konveksna mnoZica).

Pripomba. Velja, da je konveksni stozec nujno konveksna mnozica. Razvidno iz definicij pojmov zgoraj.
Vsak linearen podprostor je afin in konveksen stozec in konveksna mnozica.
Vsak afin prostor je konveksna mnoZica.

Definicija. Naj bo aq,...,ar € R™. s(a1,...,ar) = { a1 + -+ Agag; A\, ..., \x > 0} ZDB mnoZica vseh nene-
gativnih linearnih kombinacij danih vektorjev. Temu pravimo konveksni stozec, napet na vektorje aq,...,ax.
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Zgled. Imejmo dva vektorja, a; in as v R%. Konveksni stozec, napet med a1 in ag, je vse, kar je med vektorjema
ay in ag, ¢e ju poljubno skaliramo — s (ay, ag).

Konveksni stoZec, napet med a1, as in az v R3, je vse, kar je med temi tremi vektorji, & jih lahko poljubno
skaliramo — s (a1, a2, a3). Taka neskoncno velika tristrana piramida z vrhom v (0,0,0). Tak neskoncen trikoten
kornet.

Trditev. s(aq,...,ax) je konveksni stozec.
Dokaz. Vzemimo dva elementa iz konveksnega stozca, razpetega med ai,...,ar in ju skalirajmo s poljubnima
nenegativnima realnima Steviloma. Dokazati Zelimo, da je rezultat te operacije vsebovan v s (a1, ..., ar). Naj bosta

A, € R™ X, > 0 poljubna:
A(Aay + -+ Agag) + p(prag + - 4 prag) = - -

.. velja, da so A1, ..., Ak, i1, - - -, 4k po definiciji konveksnega stoZca, napetega na vektorje, nenegativni in realni ...

=AM Fppr)ar + o+ (A + ppk) ak
In Vi € [k] velja A\; + ppy > 0, saj je vsota dveh produktov nenegativnih Stevil. O

Definicija. A C R™ je poljubna podmnoZica v R™. Dualni stoZec mnozice A je A* = {x cER"Vac A:2Ta> 0}
ZDB to so vsi vektorji, katerih skalarni produkt z vsemi elementi A je nenegativen ~ to so vsi vektorji, ki z vsemi
vektorji iz A tvorijo netopi kot (ostri ali pravi).

Zgled. Denimo, da je A = {a1,a2} v R%:

~

T ety
,-—-"",:’*

Slika 3: Primer dualnega stozca.

Trditev. A* je konveksni stoZec.
Dokaz. Naj bodo z,y € A*,\,u > 0,a € A poljubni.

T  linearnost =0 20 >0 20
) a E NaTa+ yTa>0= Mo+ py € A

Az + py
Trditev. A C (A*)".

Dokaz. Naj bo a € A poljuben. a € (A*)" < Vb€ A* : aTb > 0. A je res, da e vzamemo vektor iz a in vektor iz
A*, je med njima ostri kot? Da, po definiciji A*. O

Pripomba. V splognem A # (A*)*. Recimo ¢e A ni konveksni stoZec gotovo ne more biti (A*)", ki je konveksni
stozec.

Izrek. FarkaSeva lema, geometrijska oblika: (s (a1,...,ax))"" = s(a1,...,ax).

Zgled. Za dva vektorja je oc¢itno:
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Slika 4: Primer farkaSeve leme za A = {a;, a2} v R2.

Dokaz. Dokazujemo enakost mnozic.

=)
(©)

Ze vemo. VA : A C A** smo 7e dokazali.

Vzemimo poljuben element b € s(ay,...,ar)" . s(ai,...,a;) je mnozica vseh nenegativnih linearnih
kombinacij teh vektorjev. Radi bi dokazali b € s(a1,...,ax) < IN1,..., A > 03: Mag + -+ A\pag = b.
Definirajmo matriko A := [ ap - ag ] € R™*k. Linearna kombinacija stolpcev matrike je AX. Torej
AN, A >0 Mar -+ Agap =bs dr > 02 Az =b.

Kaj pa pomeni predpostavka? Da je skalarni produkt Vy € s* (ay,...,ax) : bTy > 0. Trdimo, da je
y € s*(ay,...,ar) & ATy > 0.

Dokaz. Dokazujemo ekvivalenco:

(=) Po predpostavki y tvori ostri kot z vsakim iz s (ag,...,ax). Dokazimo, da to vodi v ATy > 0:
aj
ATy=| : |y>0&Viek]:aly>0
ay,
To je res — y tvori ostri kot z vsakim elementom, ki je linearna kombinacija {a1,...,ax}

z nenegativnimi koeficienti, a; pa seveda je element te mnozice; kot linearno kombinacijo z
nenegativnimi koeficienti ga lahko zapisemo takole: 0-a1+---+0-a;—1+1-a;+0-a; 41+ - -+0-ak.

(<) Po predpostavki ATy > 0 & Vi € [k] : aTy > 0. Zelimo dokazati, da y tvori ostri kot z vsakim
elementom, ki je linearna kombinacija {ai,...,ar} z nenegativnimi koeficienti — z vsakim
>0 20 >0 >0

vektorjem iz s (aq,...,ax). To so vektorji (A\ay + -+ )\kak)T y=X aly+ -+ Maly > 0.
Ekvivalenca torej drzi.

Torej: Ce je ATy >0, je bTy > 0 (predpostavka). Radi bi videli, da 32 > 0 3: Az = b. To so linearni
pogoji. Ali obstaja dopusten = za te pogoje? Prevedemo na linearni program — tem pogojem dodamo
eno brezvezno kriterijsko funkcijo: max0”z p. p. Ax = b,z > 0. Radi bi dokazali, da je ta linearni

program dopusten < LP je optimalen (ker je kriterijska funkcija konstantna 0) D qual je optimalen.

Dual tega problema pa je minb’y p. p. ATy >0, y § 0. Dokazati je treba, da je ta dual optimalen.
Dopusten je, ker y = 0. Dopustni se delijo na neomejene in optimalne. Dokazimo, da dual ni neomejen
in je s tem dopusten. Ni neomejen, ker je po predpostavki by > 0 za vsak y, kjer ATy > 0.

Torej je dual optimalen in po KID je optimalen tudi prvoten problem, torej je dopusten. O

O

Pripomba. Izkaze se, da se iz Farkaseve leme da dokazati KID. Torej KID ni potreben za Farkasevo lemo. Torej sta
nekako KID in Farkaseva lema podobna/ekvivalentna.
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Izrek. Farkaseva lema (algebraiéna oblika): 3z > 03: Az =b & Vy ! (ATy >0=0bTy= 0),
Opazimo, da je to isto kot b € s(ay,...,a;) < b€ s (a1,...,ax).

Izrek. Farkaseva lema (algebraicna oblika, druga varianta): 3z > 0: Az <b<Vy >0: (ATy >0= bTy > 0).

Dokaz. Skica dokaza: Kdaj obstaja tak z? Takrat, ko je dopusten naslednji linearni program: max0”z p. p.
Ax < b,x > 0. Dopusten je natanko tedaj, ko je optimalen, optimalen je natanko tedaj, ko je optimalen dual
(KID): minb”y p. p. ATy > 0,5 > 0. Slednje je dopusten problem (y = 0), torej je bodisi optimalen bodisi
neomejen. Neomejen ni, ker je po predpostavki za vsak dopusten y (ATy > 0) kriterijska funkcija omejena navzdol
0Ty > 0). O

Zgled. Ali obstajata x1,x2, da velja
r1 — T2 S -1 / -1

—$1—1}2§—3 /3
211 + 29 <2 /-4
x1,22 > 0

Zmnozimo neenacbe s temi nenegativnimi koeficienti in dobimo certifikat nedopustnosti: 6x; < —2, kar je v
protislovju z x1 > 0.

Pripomba. Se ena interpretacija Farkaseve leme: b & s (a1,...,a;) = bd s (ay,...,ar) ZDB ¢e b ni v konveksnem
stozcu, napetem na aq,...,ax, potem b od aq,...,ar lo¢i neka hiperravnina.

8 Konveksne funkcije

Definicija. Naj bo K konveksna na R™. f: K — R je konveksna, ¢e Vz,y € K,A € [0,1] : f((1 =Nz +Ay) <
(=X f () + Af ().

Zgled. f(x) =22 f:R = R.
(1= Nzt M) < (1-N)a® + a2
0< (1= N2+ 22— ((1- N+ \y)?
0%(1—)\)562+)\y2—(1—)\)2x2—2(1—)\):5)\y—)\2y2
o% (T=A=(1=22+X)) 2>+ (1 =N —2A(1 - N zy

?
0<(1T—=N 2?2+ (1 =X 2 —2X(1 - Ny
GejeA=0,je0<0,djel—A=0,je0<0. CejeXe (0,1), delimo z A (1 — \)

?
0<a2®+y*—ay

1\> 3,
< i -z
O_(m 2y> +4y

Torej je 2% res konveksna. To isto lastnost tudi vidimo iz grafa funkcije; graf je vedno pod zveznico med dvema
tockama na grafu.

Definicija. Naj bo K konveksna C R". f : K — R je konkavna, ¢e Va,y € K,A € [0,1] : f(1 =Xz + \y) >
(=) f (@) +Af (y).

Definicija. Naj bo K konveksna C R™. f: K — R je strogo konveksna, ¢e Vo,y € K,A € (0,1): f (1 =Nz + Ay) <
(L=X)F(z)+Af (y).

Definicija. Naj bo K konveksna C R”. f: K — R je strogo konkavna, ¢e Vz,y € K,A € (0,1) : f((1 =Xz + Ay) >
(L=X)F(z)+Af (y).
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Zgled. Naj bo f(z) = a2 +b = a171 + - + apx, + b (afina funkcija) (linearna+konstanta). Je konveksna in
konkavna hkrati (velja enakost):

F(A=Nz+ )= (A1-Nz+d)+b=1-Na"z+ a"y+b=1-Na"z+ xa"y+(1-N)b+ b=
=1 =N (a"z+b) +A(a"y+b) = 1=\ f(2)+\f(y).

Trditev. Naj bo f : Kkonkveksna _ R konveksna funkcija. Naj bo b € R poljuben. Naj bo A = {z € K : f (z) < b}.
Tedaj je A konveksna.

Dokaz. Vzemimo poljubna x,y € A, X € [0,1]. Dokazati Zelimo (1 — Nz +Ay€ A< f((1 - Az + A\y) < b (zaradi
konveksnosti K je f na tem izrazu definirana).

f konv >0 <b >0 <b
F-Neta) TN e A ) < (0Nt Ab=b

Trditev. Trdimo naslednje:

1. f,g: K*" — R konveksna funkcija
(a) = f + g konveksna funkcija
(b) Ve > 0: ¢- f konveksna funkcija.

2. ¢g: K¥» & R afina
(a) = g« (K) konveksna in
(b) f: g« (K) — R konveksna funkcija = f o g konveksna.

3. Najbosta g: K - Rin f: C (g« (K)) — R konveksni in naj bo f naras¢ajota. = f o g konveksna.

Dokaz. Dokazujemo vec trditev.

1. Dokazujemo dve trditvi:
(@) fF((A=Nz+Ay) <(A=A)f(z)+Af(y) ing((1-A)z+Ay) <(1—-X)g(z)+ Ag(y) velja po predpo-
stavki. Sestejemo ti dve neenacbi:

(f+9)((=Nz+dy) <A =) (f+9) (@) +A(f+9) )

D) F(A=Nz+Ay) <1 =N f(z)+Af(y) velja po predpostavki. PomnoZimo neenakost z nenegativnim

' ef (1= Nz +Ay) < (1= A ef (2) + Acf (1)

Torej je tudi cf konveksna.

2. Dokazujemo dve trditvi:
(a) Slika afine funkcije je konveksna mnozica. Naj bosta x,y € g« (K). Torej v = g(2’) = a’2' + b in
y=g(y)=a"y +b.
(IT=Nz+dy=(1-A) ("2 +b) +A(a"y +b) =1 - N a2’ + (1 =N b+ ra"y + b=
=a" (=N + M)+ A =Nb+Xb=a” (1-Na2"+ ) +b=g((1 =N 2+ ) € g« (K)

(b)
(Fog)(1=Nz+ ) "= p (1= Ng@) +r@) S (1= Flg(@)+ 7 (9() =
— (1= N (fog) @) +A(foq) )

3. Po predpostavki velja g : K = R, f: C (g« (K)) — R konveksni in f naras¢ajoca. Dokazati Zelimo, da je fog
konveksna. Vemo, da je g konveksna, se pravi g (1 =Nz + Ay) < (1= X) f(9) + Xg (y) (L.).

f narascajocaAnl. f konveksna

(fog) (A=A z+Ay) < F(A=Nfl@+A(y) < A=XNf(g@)+Af(9)
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Zgled. Ne-primeri:

e c- f ni nujno konveksna. Primer: f (z) = 22 in ¢ = —1.
e f g ni nujno konveksna. Primer f (z) = 22 in g (z) = —1.
e fog ninujno konveksna. Primer: g (z) = 22 in f (z) = —2.

0 ;z<1

je konveksna, a slika v {0, 1}.
1 ;=1

e f. (K) ni nujno konveksna. f:[0,1] — {0,1} s predpisom f (x) = {
8.1 Kriterija prvega in drugega odvoda

Za n = 1. Prvi odvod: Funkcija je konveksna, e je graf nad tangento, torej ¢e je f(y) > f(z) + f' (z) (y — x).
Oziroma povedano z drugim odvodom: Va € K : f” (x) > 0. Slabost je, da potrebujemo odvedljivost.

Definicija. Gradient funkcije f : Q°9P- C R — R je

Vf=grad f = :
of
0Ty

Izrek. Kriterij 1. odvoda. Naj bo f : K — R, K C R"™ odprta in konveksna in f parcialno odvedljiva (t. j.
Vi € [n] 3% : f = R). Tedaj je [ konveksna

SVryeK: f(y) > f(@)+(Vf(2) (y—=)
Dokaz. Dokazujemo ekvivalenco.

(<) : Va,y € K, A €]0,1] : Velja z:= (1 — A\) z + Ay € K in po predpostavki velja dvoje:
F@)> @)+ V@) (@-2)
FW)=f@+Vf@)" (y-2)

Naredimo konveksno kombinacijo teh dveh neena¢b — mnozimo z nenegativnimi Stevili, zato se ohrani smer
neenacbe:

L=NF @M@ 2 0=N(FE)+VF @) @=2)+A(F )+ V@) (5 - 2))

L=NF@+M@)=A=Nf()+A=N V(@) (@—2)+ M (2) +AVS (@) (y—2)
L=NF@+M@)=A=Nf()+AM () +A=NVf (@) (@-2)+ AV (@) (y-2)
A=NF@+M@)>FE+VF@) (=N (@=2)+A(y-2)
(=N f@)+M @)= FE+VF@) (1=Nz—(1=A)z+ Xy —\2)

(1= F () +AF ) 2 £ () + VS @) (07T oy~ 2)

Upostevamo z = (1 — A)z + Ay
(L= f(@)+ A (y) = F(L =Nz +Ay)
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=):

Po predpostavki velja, da je f konveksna. Zelimo dokazati, da je Va,y € K : f (y) > f(2)+(Vf (:c))T (y — x).
Vzemimo poljubna z,y € K. Ker je K konveksna, je VA € [0,1] : (1 — A\) 2z + Ay € K. Nadalje trdimo Se ve¢;
da 30 >0VA € (=6,140): (1 = AN z+ Iy € K — to je res, ker je K odprta in konveksna. Podrobnejsi dokaz:
Vemo, da Je; > 0 3: K, () C K (krogla z radijem ¢ in sredis¢em v z je v K). Vemo tudi, da Jes > 0 >:
K., (y) Cy. To dvoje zaradi odprtosti K. Oglejmo sirazdaljomed (1 — A)z+Ayinz: [[(1 =Nz + Ay —z|| =
ANy —2)|| = Ay — || < e1za A < My—7- Torej ce je [A] < My—7» Potem je (I-=XNz+Ayresv K.
Sedaj si oglejmo Se razdaljo med (1— XNz + Ay in y: [[(1-Nz+dy—y|| = [[A=-Nz+A-1y|| =
X=X (z =yl =1 = Az —yl| <ezza |l - A <2 Ce torej vzamemo 0 := min{llye_ilxu, ﬁ}, bo
resYA€ (=6,1+8): (1—-Nx+ )y € K.

Definirajmo funkcijo g : (—9,1 + ) s predpisom g (A) = (1 — X\) x+ Ay. Sedaj sioglejmo fog: (—6,1+3J) - R

in njen odvod — pomni, da je f funkcija veé spremenljivk: f (1 =Nz +Ay) = f (1 =N z1+ Ay1,..., (L = A) zp + Ayn)

— uporabimo verizno pravilo:

(Fog) ()= o (L= N+ M) =

odvod argumenta po A
Y+ Ay;) - Yi. — T

Kar dobimo, je skalarni produkt gradienta in razlike med vektorjema. Obetavno. Sedaj to evaluiramo v A = 0:

A

i=1

T
odvod argumenta po A
7+ 0y;

e ) = (V@) (y— )

Po definiciji odvoda pa je: (tu uporabimo dejstvo, da ker limita obstaja, je enaka desni limiti)

Foa (0)— tm L2DN =00 ©) 1 (Fo0) () —(Fo9)(0) _

A—0 A ALO A

Ker je f konveksna:

i (A= N+ Ay) = f2) Flome (= X) f@) A W) =HT _ | XS (@) + XF (9)
= lim 3 < lim 3 = lim ; =fy)—f(z)
S
Se pravi smo dokazali f (y) — f (z) > (Vf (2))" - (y — 2).
O

Izrek. Kriterij 2. odvoda za n=1. Naj bo f : (a,b) = R dvakrat odvedljiva. Tedaj je f konveksna < Vz € (a,b) :
(@) =0

Dokaz. Dokazujemo ekvivalenco:

(=

) Po predpostavki je f konveksna, torej f((1 — Az + Ay) < (1 —X) f(x) + Af (y). To uporabimo za A = 1

2
r=x+h, y=x— h. Dobimo

f(;(aﬂ—h)—k;(x—h)) g%f(x+h)+%f(a:—h)

1 1
[ @) < 5f @b+ 5f @ —h)

Izra¢unajmo spodnjo limito in dokazimo, da zares obstaja. Obe strani gresta k 0, uporabimo L’H:

o AR @0 =2 @) S @) @) () 2T ) = f =)

h—0 h2 h—0 2h h—0 2h
" R _ o 1 " _
i g @) L @) () ) B
h=0 2 h—0 2

Prej smo pokazali f(z) < 1f(z+h)+ 3f(x—h) oziroma 0 < Lf(z+h)+ Lf(z—h) — f(z) oziroma
0< f(x+h)+ f(x—h)—2f(z). Sedaj to uporabimo, da povemo, da je §tevec v spodnjem izra¢unu > 0 in

zato cela limita > 0.
—h) — >
o<t TEH+ =) = 2f (@) >0
h—0 h?2>0

= f"(z)
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(<) Sedaj je predpostavka, da je Vo € (a,b) : " (z) > 0. Dokazati zelimo, da je f konveksna. Vzemimo
poljubna z,y € (a,b). BSS < y. Naj bo A € (0,1) poljuben in naj bo z = (1 — A) z + Ay.

Spomnimo se Lagrangevega izrekaﬂ

% € (z,) 5 LD = [ (&)

—E) A ey WTE

Po nasi predpostavki je f” () > 0, zato je f’ (z) naras¢ajoca, zato je f'(&1) < f’ (&2). Oziroma drugace,

&)~ f (&)

3¢ € (61,62) =f"(&)>0= f'(&)— (&) >0

2—& >0
Torej smo dokazali, da je
f(i:it(x)<f(y£:£(z) /- (z—2)(y—2)

(f ()= @) (y—2) < (fy) = f(2)(z—2)
()= f@)(y—2)

(z — )
0<fyz—2)=fR)E-2)=f2) -2+ f(x)(y—2)
0<fWGE-—2)—fREIE-2)+y-2)]+F(2)(y-2)

0<f)(E—z)-f(z)y—2)+f(x)(y-2)
fEy—2)<fly)(z—2)+ f(2)(y—2)
z—x y—z
FESIW) i) =

Rac¢unamo:

y—2_y-(-Nz-Xxy (A-Ny-(1-Nz (1-NE—2] .

Yy—x Yy—x Yy—x y—=
z—x  (1-=XNz+dy—z  F—Ax+\y=t _ )\Ly/—/ff_)\
Yy—x Yy—x y—x Yy—7

Ko vstavimo to nazaj v na$ racun, dobimo:

f(A=Nz+Ay) <A=A) f(z)+Af(y)
S ¢imer smo dokazali konveksnost.
O

Definicija. A € C"*", Ax = Az, x # 0. Tedaj je x lastni vektor in A lastna vrednost A. Lastne vrednosti so ni¢le
karakteristi¢nega polinoma p4 (A) = det (A — AI).

Definicija. A je diagonalizabilna, ¢e In linearno neodvisnih lastnih vektorjev.

Zgled. { 8 é } ni diagonalizabilna. Njen karakteristi¢ni polinom: ’ _0)\ jA ’ = A2, A = 0 je edina njena

- . .. 0 1 T y . . Y 0 . .
lastna vrednost. Njeni lastni vektorji: 0 0 vl = 1ol Sistem enach ol=1o velja natanko tedaj,
ko je y = 0. Torej lastni vektorji so g ;x #0p — ima samo en linearno neodvisen lastni vektor, torej ni
diagonalizabilna.

Zgled. Lastne vrednosti readlne matrike so lahko kompleksne. [ _01 (1) } je realna matrika s kompleksnimi

-2 1

lastnimi vrednostmi, zato ni diagonalizabilna. 1

‘)\2+10<:>)\ii.

Uhttp://splet.sijanec.eu/dir/analteor.pdf
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Definicija. A € R"*" je simetricna < AT = A.
Izrek. Za A simetricno velja:
1. Lastne vrednosti so realne
2. Lastni vektorji, ki pripadajo razlicnim lastnim vrednostim, so ortogonalni
8. A je diagonalizabilna celo v ortonormirani bazi
Dokaz. Dokazujemo ve¢ stvari.
1. Az =Xz, A€ C, z € C". T7Az =77 (\z) = \¥7z = A||z||*. Ker je A = AT, velja tudi 7 Az = A ¢ =
Ar' z=>z x= X|z||°. Ker x # 0, sledi A = X in zato A € R.
2. Az =Xz, A€ R, x € R", Ay = py, pn € R, y € R™. Po predpostavki u # A. Velja:
yT Az =y (\z) = Tz
ylT Az =y ATz
y A e = (Ay) @ = (uy)" @ = py"x

#0
:>)\yTx:uyTx:><)\—u>mi:O:>yTx:0

3. A gotovo ima lastno vrednost € R in pripadajo¢i lastni vektor z. Vzemimo vse vektorje, ki so pravokotni na
x:
V= {y eR":; 2Ty = O}
Iz tega sledi, da je y € V (torej 27y = 0) = Ay € V (torej AzTy = 0). Z drugimi besedami, V je invarianten
za A. Po predpostavki 27y = 0 = 2T Ay = 2T ATy = (Az)" y = (\z)" y = A\zTy0. Zozimo A|V in ta matrika
je spet simetri¢na in nadaljujemo. NE RAZUMEM.
O

Definicija. Diagonalizabilnost A ZDB pomeni, da 3 obrnljiva P in diagonalna D € C"*" 3: A = PDP~!. Za
simetriéno A = AT velja pa A = QDQT za QT = Q™! (ortogonalna matrika).

Definicija. Kvadratna forma:

D iy Q15T n
2T Az = [ 1 0 Tp ] = Z Qi T; T
Yt anjay | T
Definicija. Simetri¢na A je pozitivno semidefinitna (oznaka A > 0), ée je Vo > 0: 27 Az > 0.
A je negativno semidefinitna (oznaka A < 0), ¢e je Vo > 0: 27 Az < 0.
A je pozitivno definitna (oznaka A > 0), ¢e je Vo > 0: 27 Az > 0.

A je negativno definitna (oznaka A < 0), ¢e je Vo > 0: 27 Az < 0.
A je nedefinitna, ¢e 27 Az doseze tako pozitivne kot negativne vrednosti.

Dejstvo. Velja: 27 Ax = 27QDQTz, oznacimo & = QT x, torej 27 QDQ"x = 2T Dx = Y"1 | \i&2. Iz tega sledi
tole o poddeterminantah (brez dokaza).

VxZO:xTAxZO(:))\l,...,)\n20<:>VI§[n]:det[AZ-j]inZO

VxZO,:c;éO:xTAx>O<ﬁ>)\1,...,)\nZO@VIQ[n}:det[Al-j] >0

ijel
in podobno za negativno (semi)definitnost.

Zgled.

{Z Z]>O:>/\1,>\2>O<:>/\1)\2>0/\/\1+>\2>O<:>(sled(A)=a+c)>OAdetA>O<:>a>0/\ac—b2>O
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Definicija. Naj bo f : K°% — R dvakrat parcialno odvedljiva, K C R™. Gradient smo Ze definirali. Hessejeva
matrika za f:
2
= [5my5e]
anaxi ij€[n]

Vemo, da je za dvakrat zvezno odvedljivo funkcijo f,, = fyz, zato je za take funkcije Hy simetriéna — Hy = H;f

Izrek. Kriterij 2. odvoda za n > 1

Naj bo f: K — R, K konveksna in odprta, f dvakrat zvezno odvedljiva ZDB f € Cy (K). Tedaj je [ konveksna
&Vre K:Hyp(x)>0.

20

Zgled. f(z,y) =2 +y*in K =R% Hy = { 0 9

] > 0= f konveksna = {(z,y);2? + y* < 1} konveksna.

Dokaz. Naj bosta z,y € K poljubna. Definirajmo h, , (A\) = f((1 — X) z + A\y) — slednja je gotovo definirana na
[0,1]. Ker je K odprta, je hy, definirana celo na (—0s,,1+ 0,,,) za nek § (glej dokaz za kriterij 2. odvoda za
n =1) in slika v R.

Zaradi odprtosti K torej vemo VYA € (—0,y,1 4+ 02,): (1 =Nz + Iy € K.

Sedaj dokazimo f konveksna < Vz,y € K : h, , konveksna:

(=) Po predpostavki velja, da je f konveksna. Zelimo dokazati, da je hgy konveksna. Torej za poljuben
A€ (=0p,y, 1+ 05,):

hey (L=T)A+70) = f(AI=(A=T)A=Tp)z+ (1 =-T)A+70)Y) =
=fle—1—-7) x—Tpx+ (1 —7) Ay +7py) =
=fl-0-1A-7mu+y[1-7)A+74]) =
=f@l-A+7A—Tu]l+yA—TA+TY]) =
=fx—azA+ Ay +7[ e —pz— Iy + py)) =
=f((1=XNz+Ay+7[py—pr—Ay+ X +z—=zx]) =

=f((A=Nr+dy+7[(1-pz+py —[(1-Nz+\]) =
=f{A=Nz+ M +7[1—pr+py]—7[(1-A)z+ X y]) =
— F (=) (1= N2+ M) +7 (1= pa+ ) <
f konv.

< (A-1)fA=-Nz+ry) +7f(L-p)z+py)=
=1 —=7)hgy (N + Thy,y (1)
(<) Po predpostavki velja, da je h;, konveksna. Dokazimo, da je f konveksna.

hz,y konv.

FA=Nz+ X y) =hey (N) =hay (1=A)-04+A-1) < (L=A) hay (0)+Ahay (1) = (1= A) f(2)+A]f (y)

Sedaj odvajajmo h,, — spomnimo se veriznega pravila (pozor, tu je malce grda notacija: x; pomeni i—to spre-
menljivko f , z; pa i—to komponento z—a):

h;c,y(/\): %f((l_/\)1171+/\y1,...,(1—A)In‘F)\yn):
— (;95/1 (1=XNzy+My1) - (y1 — 1) + -+ + 88;; (1= N &y 4+ Ayn) - (Y — a0) =

L (= N+ ) - (g — 1)

"9
:;ax

RN
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Sedaj odvajajmo h, , dvakrat — spet uporabimo verizno pravilo (spet grda notacija):

/ /
Ox;0z’;

hg,y (A\) = (L =X s + Ayi) - (yi — x4) (yj - Sﬂj) =

i=1
... kar smo dobili, je ravno kvadratna forma: ...
= (y—2)" Hy (1= Na+Xy) (y— )

Torej doslej vemo, da je f konveksna < Vx,y € K : h,, konveksna, torej lahko na njej uporabimo pravilo drugega
odvoda in dobimo

Vo, y € K\ € (=64, 1+65,) : h;y AN >0V, ye K,AN€ (=05, 1 +d2y) : (y—;v)THf ((I=XNz+xy)(y—2z)>0
Sedaj moramo dokazati le Se
Va,y € KA € (=04 1+ 60y): (y—2) Hy (1=Nz4+Xy) (y—2) >0aVee K,z >0: Hf(x) >0
Torej dokazujemo ekvivalenco:
(<): O¢itno, po definiciji pozitivne semidefinitnosti.
(=): Fiksirajmo z. Vzemimo A\ = 0. Po predpostavki velja
(y—2)" Hp (1=Nz+ ) (y—x) >0

(y—a)" Hy (2) (y—2) >0

Ker je K odprta, 3e > 0 3: || — y|| < ¢ = y € K. Vzemimo poljuben z € R™ in m € R tak, da H%H <e.
To je gotovo res za nek dovolj velik m. Za y = x + % torej velja, da je v K:

(er%fx)THf(x) (:EJr—f:v) >0
(2) () =
T

S Hr@) 20 ()
22Hy(z)2>0 /- (m?)

Torej je Hy res pozitivno semidefinitna.

8.2 Konveksne funkcije in optimizacija

Definicija. Naj bo f:Q — R za Q C R%

min >
e fima globalni maxvz* € Q< Ve e Q: f(x) < f(z*).

AV

e f ima lokalni Mk v 2*Q o Je > OV € Q - llz —z*|| <e= f(x) < f(z*).

Izrek. Naj bo f : KFo" — R konveksna. Ce ima f v x* lokalni minimum, ima v z*tudi globalni minimum.
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Dokaz. Ce z* ni globalni minimum, 3y € K >: f (y) < f(z*). Vzemimo poljuben A € [0, 1].

f konv. <f(z")

A=z +xy) < (A=NFE)+Afy) <A=NF@E)+Af (") =)

Torej prisli smo do
FA=N 2"+ Xy) < f(27)
Sedaj vzemimo razdaljo med (1 — X) 2™ + Ay in z*:
(L =A) 2" + Xy — 27| = [|Ay = Az™|| = Alfly — 27|

Za A > 0NN < =g je A |ly — x*|| < € in zato po predpostavki o lokalnem minimumu

F(A=X)z"+My) > f(a7),
kar je v protislovju z f ((1 — \) z* + Ay) < f (*). Torej je x* globalni minimum. O

Pripomba. Konveksna funkcija seveda nima nujno lokalnega ali globalnega minimuma, a velja, da ¢e ima lokalni
minimum, je to tudi globalni minimum. Za maksimume to ne velja, recimo funkcija

<1 2(1—x)
fol03] =R, f(z) = qze(L,2); 0
x> 2 xr—2

je konveksna in ima lokalna minimuma v x =0 in v z = 3, toda f (0) =2, a f(3) = 1.
Izrek. f: K — R, K konveksna in odprta. Naj bo Vx : Hy (x) > 0. Tedaj je f strogo konveksna.
Dokaz. Ne bomo dokazali. O

Pripomba. ,f strogo konveksna = Hj (z) > 0“ pa ne velja vedno. Protiprimer je f(z) = z*. Njegova hessejeva

matrika je [12z2] in [122:2} (0) = 0, toda f je strogo konveksna.

Izrek. Naj bo f: K*™ — R strogo konveksna in naj ima v x* globalni maksimum. Tedaj je v x* ekstremna tocka
(tocka, ki je ni moc izraziti kot konveksno kombinacijo dveh drugih tock iz K ).

Dokaz. PDDRAA z*ni ekstremna totka. Tedaj Jy,z € K,y # z*,z # z*, A € [0,1] 2: 2" = (1 =Ny + Az
Potemtakem po strogi konveksnosti f velja

<0 <0

FE)=f((A=XNy+Xx2) <A =X f(y)+Af(2) < f(z")

In seveda je f (z*) < f (z*) protislovje. O

8.3 Vezani ekstrem z neenakostmi — VEN

Imejmo f: Q = R", Qe R”, inVi € [m]: ¢, : Q& = R, ki doloGajo D = {x € Q>:Vie [m]:g;(z) <0}. I3Cemo
max /min f na D.

Zgled. Imejmo f (x,y) = 22% + 422 + y? — 22y med krivuljama y = 22 in y = 4. [§¢emo njen max in min.
Torej obmoéje dolocata g; (z,y) =y — 4 in go (2,y) = 22 — y.
Notranjost obmocja: V lokalnem ekstremu velja, da sta parcialna odvoda po z in y oba enaka 0, torej f, = f, = 0.
Dobimo sistem enacb:
20—2x=0 — y==x

62° +8c —2y=0 = 62°+8 —-22=0 =— 62°4+62=0 =— 6x(z+1)=0 = zc{0,-1}

Kandidata za ekstrem v notranjosti sta (0,0) in (—1,—1). Ali sploh sta v notranjosti obmo¢ja? g (0,0) = 0,
g1 (—1,—1) = 0 — to ni notranjost, to je rob. V notranjosti sploh ni kandidatov za ekstrem.

Kandidati za rob: Lo¢imo dva roba — funkciji ene spremenljivke in parametriziramo f na tem robu s funkcijama
ene spremenljivke:
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—4++/164+48 —4+£8 2
+ = @xe{—Q,}

! = 62> —8=2(322 44z —4) = =
hy (z) = 62° + 8z — 8 (B3z* +4x-4)=0&u 5 G 3

Torej ekstrem v notranjosti definicijskega obmodja: h (%) = 2i72 Se robovi definicijskega obmodja: h; (2) =
32, hy (—2) = 32.
o y=a% hy(z) = f(x,2?) =207 4 42? + 227" = 2* + 42® na [-2,2].
By (z) =42 + 8z =4z (2> +2) =02 =0
Torej ekstrem v notranjosti definicijskega obmodja: hs (0) = 0. Robovi so pa isti kot pri hy.

e Torej globalni maksimum je doseZen v (—2,4) in v (2,4) in ima vrednost 32, globalni minimum pa v (0,0) in

ima vrednost 0.
Drugi nadin reSevanja: Lagrangevi mnozitelji.
L(z,y, M\ p) = 22" +4a® +y* =20y + Ay —4) + p (2 — y)

Kandidati za ekstrem so v tockah, kjer velja L, =0, L, =0, A(y —4) =0, u (x2 — y) =0,y—4<0in2? -y <0.
Razlaga: A = 0, u = 0: notranjost, A # 0, u = 0: zgornji rob, A = 0, u = 0: spodnji rob, A # 0, x # 0: prese¢iséi.
Dobimo sistem Stirih enacb s Stirimi neznankami:

Ly =62 + 8z — 2y + 2ux =0
Ly=2y—2x4+A—p=0
AMy—4)=0
I (:r2 - y) =0

Dobimo kandidate za ekstrem in izra¢unamo funkcijo v njih, da ugotovimo, kateri je resni¢en ekstrem.

8.4 Karush-Kuhn-Tuckerjevi pogoji (KKT) za reSevanje VEN:

Naloga je max /min f (z) p. p. £ € Qin g1 () <0,...,g9m (z) <0.
Definiramo Lagrangevo funkcijo L (z, A) (z je n spremenljivk, A je m spremenljivk) takole:

L@ =1 @)+ Ay (@)

KKT pogojiso Vi € [n] : Ly, =0inVj € [m] : A\jg; = 0Ag; <0OAN; > 0 (nenegativnost A ni pogoj pri reSevanju
VEN z Lagrangevimi mnozitelji).

Vprasanje. Kako resujemo VEN? Zapisemo KKT pogoje. Loc¢imo Vj mozZnosti (2™ moZnosti):
e \;=01n
o )\; #0.
Torej npr. zam =2 locimo A=0,u =0, A>0,u=0, A=0,u0>0, A >0,u>0.
Pripomba. V splosnem KKT pogoji niso le potrebni ne zadostni za to, da je x*, ki ustreza KKT pogojem global-
ni/lokalni ekstrem.
Zgled. Vec primerov:
1. minaz? — 4% p. p. 2 >0,y > 0za Q=R2 Torej L = 22 — > + X\ (—x) + pu(—y).

KKT pogoji: L, =2z —A=0,L, = 2y—pu=0, A(—z) =0, p(—-y) =0, —x <0, —y <0, A >0,
1 > 0. Ustrezna resitev tega sistema KK'T pogojev je x =y = A = p = 0, toda 0 ni niti lokalni niti globalni
minimum. Torej KKT pogoji niso vedno zadostni.
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2. minz p. p. 0 <y < 2? za Q = R2. O¢itno je (0,0) globalni minimum. L = x + A (—y) + u (y — :c3).

KKT pogoji: Ly =1 —3uz* =0, Ly =-A+p=0,A(-y) =0, pu(y—2%) =0, -y <0,y —23 <0, A >0,
p>0.

Najdimo vse resitve KKT pogojev: A = p. Lo¢imo primere:
e NA0=y=0=>y=2>=2>2=y=0=>1—-3uz®>#0
e \=0=pu=0=1-3uz?>=1#0
Torej KKT nima nobene resitve, pa ¢e prav funkcija ima minimum.
Izrek. Trdimo dve stvari:

1. Q odprta in konveksna, f, g1, ..., gm : @ — R konveksne in odvedljive. Ce x* ustreza KKT pogojem, je globalni
minimum (oz. resitev problema VEN) — zadostnost pogojev KKT.

2. Q odprta in f,g1,...,9m : @ — R odvedljive. Ce velja, da je x* lokalni minimuum in velja eden od pogojev

(a) g1,-..,9m afine ali
(b) Q konveksna, f,q1,...,9m konveksne, notranjost D ni prazna (D brez roba) ZDB D° # ) ali
(c) mnoZica vektorjev {Vgy (z*),...,Vgm (*)} je linearno neodvisna,

potem veljajo KKT pogoji v x* — potrebnost pogojev KKT.

Posledica. Za konveksni problem, kjer velja D° # 0, so KKT pogoji ekvivalentni temu, da imamo globalni mini-
mum. ((=) tocka[l (<) tocka[2l).

Dokaz. Imamo dve trditvi:

1. Vemo, da so funkcije konveksne in odvedljive. Naj bo x* globalni minimum. Naj bo x poljuben na D.
Uporabimo preverjanje konveksnosti s prvim odvodom: f () > f (z*)+(z — «*) Vf (*) (sledi iz konveksnosti
f). Ker so g; tudi konveksne, velja Vj € [m] : g; (z) > g; (z*) + (z — 2*) Vg, (z*). Vsako neenakost za g,
pomnozimo z A; (je nenegativen — KKT pogoj) in vse neenakosti sestejemo:

f@) = f@) + (. —a") Vf(z)
Vjelml:g;(x) = g;(@%)+(x—a") Vg (a®) /- X
Vi€ lm]:Ajg; (x) = Ajg; (27) + Aj (& — 27) Vgj (¢7)

=V L(z*)=0, ker z* zados¢a KKT
™M =0, ker 2™ zadoséa KKT

F@)+D Ngi (@) 2 f@)+) Ags (@) +(@—a") | V@) +) AV ()
Jj=1 J=1 j=1

f(z)+ ZAjgj (x) = f(z¥)

F@) > Fa) S Ay (gjom) > (@)

j=1
2. Ne bomo dokazali (dokaz vkljucuje Farkasevo lemo)
O

Zgled. Oglejmo si spet primer od prej, kjer imamo globalni minimum, a ne izpolnjuje KKT pogojev; minz p. p.
0<y<a’
91 () = —y

g2 (x,y) = —y — 2°

Preverimo pogoje iz prej$njega izreka:

e 2a} go ni afina — ne ustreza pogoju

52



e 2B} Q ni konveksna — ne ustreza pogoju

° Vg1 (0,0) = [ Pl ], Vg2 (0,0) = [ (1) ] nista linearno neodvisna — ne ustreza pogoju

Noben od teh pogojev ni izpolnjen. Lahko imamo minimum, ki ne ustreza KKT pogojem.

Zgled. min %—i—% p. p. >0,y > 0,24y < 5,32%+2y* < 35. Prva dva pogoja definirata Q = {(z,y) € R?,z > 0,y > 0}
(prvi kvadrant brez osi). Druga dva pogoja definirata g; (x,y) =z +y — 5, g2 (z,y) = 322 + 23> — 35.
Ali je Q konveksna? Da. Ali so vse funkcije konveksne? Uporabimo Hessejevo matriko:

2
=0 2 4
Hy= [ 963 ?;% } >0 (ker e in 7 > 0). Je celo strogo konveksna.

g1 je afina, torej konveksna.

Hy, = [ g Z } > 0 Je celo strogo konveksna.

Imamo konveksne funkcije, se pravi lahko uporabimo KKT pogoje.

12
L:;—i—§+/\(x+y—5)+u(3a:2+2y2—35)

1
Ly=——5+A+6p=0
X

2
Ly== 5+ A+4u=0

AMz+y—5)=0
1 (32 4+ 2y* — 35) =0
r+y—5<0
322 + 2y —35<0
Lotimo se posameznih primerov:
L.A=pu=0 —1;12 = 0 nemogo¢

220> 0,p=0: -5 +X=0, —%+)\:O,x+y—5:0. Torej)\:w%:yl2 torej y?2 = 2x2. A hkrati

y = £v2z, y = 2z (ker je pozitiven) in ker z +y = 5, veljaz+V2z =5~z (1+V2) =5~z = 1+5\/§ =
5(v2-1)

T :5(\/5—1) inzatoy:\/?~5(\/§—1) =5(2—\/§). Nadaljez\zm%: 25(3_12\/5) = 3552\1/520

1= 0. Vsem enakostim je zadosceno, Se neenakost:
32 42y —35<0

3(25(3—2\/5))+2(25(6—4\/§)) :25(9—6\/§+12—8\/§) :25(21—14\/5) <35

velja, torej so KKT pogoji izpolnjeni. Po izreku, ¢e so KKT pogoji izpolnjeni, smo dobili globalni minimum.
MozZnosti 3 (A =0, > 0) in 4 (A > 0, > 0) ni treba preverjati. Torej je globalni minimum v =5 (\/§ — 1),

y=5(2-v2).
Kako pa se linearen program obnasa kot konveksen problem?

Standardni LP: P’ je minc’z p. p. Az < b, x > 0, njegov dual, P’, je minb’y p. p. ATy >¢c, y>0.
Predstavimo P kot konveksen problem: na @ = R™ min—c’z p. p. Vi € [m] : aWz —b; < (Pin Vj € [n] :
—Xy S 0.

27DB i—ta vrstica A, skalarno mnoZena z z, ko ji odstejemo b;, je manjsa od 0.
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—cTz, aDg — b, —x; so vse afine, torej tudi konveksne, se pravi ustrezajo zahtevam pogojem KKT za iskanje
optimalne regitve.
m n
L=—c"z+ Z)‘i (a(i)x - bi) + Zuj (—z;)
i=1 j=1

Vk € [n]: Ly, = —ck + Y Ni (@) — i =0
=1

Vi e [m]: N (a(i)x - bi) =0 (1)
Vien]:p(—z;) =0 (IL)
Vi€ n]:p;(—x;) =0
Vie[m]: A\ >0, Vjen]:p; >0
Vie[n]:aVe—b; <0
Viem]:—z; <0

Opazimo Vk € [n] : Y270 N (aik) — i ~ ATA —c = p.
Torej: kdaj (z, A, u) ustrezajo KKT pogojem? Natanko tedaj, ko

o Ax <b,x > 0 — x dopusten za P
o 1>0,A>0,AT\ — ¢ = u, kar lahko drugace zapisemo AT\ > ¢, A > 0 — A\ dopusten za P’
e Poleg tega mora Se veljati
— (I) Vi € [m] A =0V Z?:l Qx5 = b; in
— (L) Vien]:z; =0V (uj=0~3" Ni(ai;) =¢;) (uj =+ izrazimo iz enacbe L, =---)
Torej da = in A izpolnjujeta pogoje iz izreka o dualnem dopolnjevanju, ki pravi, da ¢e imamo dopustno resitev
za problem in njegov dual, so DD pogoji izpolnjeni natanko tedaj, ko sta z in A optimalna za P in P’.

Pridemo do tega, da ¢e resujemo linearen program preko pogojev KKT, imamo resSitev natanko tedaj, ko izpolnimo
pogoje DD. Torej KKT je ekvivalenten DD.

9 Celostevilsko linearno programiranje — CLP (angl. Integer linear
programming — ILP)

Imamo linearni program maxc’a p. p. Az < b, > 0 z dodatno zahtevo = € Z". Ce imamo samo zahtevo z; € Z
za nekatere 7, je to meSano (mixed) LP, torej MLP.
Izkaze se, da je to NP tezek problem.

Vprasanje. Kako resujemo CLP?

Lahko resimo sproscen problem — odstranimo zahtevo x € Z™, npr. s simpleksno metodo. Ce je optimalna
resitev celostevilska, je tudi optimalna resitev za prvotni problem. Ce ni celostevilska, pa jo zaokroZimo, vendar to
ni nujno optimalna resitev — lahko niti ni dopustna.

Zgled. Nekaj primerov CLP:

1. Dihotomija: Imejmo x > 0, y > 0. Zelimo dodati 2 > a Ay > b. To lahko pretvorimo v CLP tako, da dodamo
5 €10,1],6 € Z in dodamo pogoj x > §-ainy > (1 —0)-b.

2. Diskretna spremenljivka: Zelimo z € {s1,...,8k} kot pogoj. To lahko pretvorimo v CLP tako, da dodamo
pogoje x = 8101 + - -+ + sgdg in §y,...,0, € {0,1} ter &y +--- + 5 = 1.

ar+b ;ze(0,u]
0 ;x =0
predstavljamo kot .Ce hodemo gojiti korenje, moramo kupiti nov stroj, ki nas stane b. Ce korenja ne gojimo,

stroja ne potrebujemo.”. To lahko pretvorimo v CLP tako, da nastavimo kriterijsko funkcijo na f (x) = ax+bd
in dodamo pogoje § <z < du in § € {0,1}.

3. Imejmo 0 < z < w in kriterijsko funkcijo, ki ni linearna, recimo f (z) = { . To si lahko
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4. SAT (satisfiability problem). Dan je logi¢ni izraz v spremenljivkah x1,...,2,. Ali je za kak nabor vrednosti
izraz resni¢en? Ta problem je NP poln. SAT lahko pretvorimo na CLP:

Zapisemo ta izraz v KNO (konjunktivni normalni obliki — imamo konjunkcijo samih disjunkcij). Pokazimo
na primeru: Zanima nas, ali obstaja resitev za (z1 V 22 V x3) A (21 V Z2) A (22 V T3). Pretvorimo v CLP:

max0p. p. &1 +xo+x2 > 1, 21+ (1 —a2) > 1, 20+ (1 —x3) > 1, z1, 22,23 € {0,1}.

5. Potujodi trgovec (NP-tezek): Imejmo utezen graf, naj bo ¢;; cena od i do j. Radi bi nali najcenejsi Hamiltonov
cikel. Uvedemo z;; € {0,1}, kjer z;; pomeni, da gre trgovec iz i—tega v j—to mesto.

min 1 ¢z p p. Vi € [n] 2 300 @iy =1, V) € [n] 1 3001, @5 = 1 in da preprecimo, da trgovec naredi
ve¢ disjunktnih ciklov: VS C [n],S # 0,5 # [n] : 3,5 a5%ij > 1 — v nekem koraku moramo iz vsake

podmnozice vozlis¢ (mest) preiti v njen komplement. Zal s tem dodamo eksponentno mnogo neena¢b. Temu
se sicer lahko izognemo.

9.1 Razveji in omeji (angl. branch and bound)

Je ena moZna metoda za reSevanje CLP. Ilustriramo na primeru 0, 1—nahrbtnika.
Imamo nahrbtnik s kapaciteto V. Imamo n predmetov z volumni vy, ...,v, in cenami cq,...,c,. V nahrbtnik
zelimo dati predmete s ¢im vecjo ceno.

e Ce dovolimo rezanje predmetov: x; predstavlja, kaksen delez predmeta i damo v nahrbtnik.
maxcixy + -+ ey p. P v1x1 + - F v, <V, Vien]:0<a; <1.

v;
dajemo cel predmet v nahrbtnik. Ko naposled ostane dovolj volumna le 8e za delez predmeta, damo toliko
predmeta, kolikor gre, v nahrbtnik ostalo pa pustimo izven nahrbtnika. ReSitev bo torej oblike

(1,...,1,a=U_”l_"'_”""l,o,...,o>
v

Resitev: Predmete razvrstimo glede na razmerje cena/volumen. BSS Vi € [n—1]: & < % Dokler gre,

Dokaz preko SID. Primalni problem nahrbtnika:

max c1x; +---+  ChTn
p-p- vizy +--+ vz, <V

T S].
Tn <1
1, ey Tn >0

Njegov dual:
min - Vyo 4y 44 Yn

P- P- V1% Tty Ee)
v2Yo  +Y2 > C
UnlYo +yn 2 Cn
Yo, Yi, ) Yn > 0

Resitev primala je Vi € [k — 1] : a} =1, 2, = o, Vi € {k + 1..n} : &} = 0. Je dopustna. O¢citno.

Resitev duala je (rac¢un izpuscen): yo = f}—’;, Vielk—1]:yf =¢ — Ui%';, Vi € {k.n} : yf = 0. Je dopustna,

ker ¢; — vii—z >0~ 2> ;—Z velja, ker so predmeti razvrséeni po gostoti cene. Kaj pa pogoji v;yo +y; > ¢;7 Za

i€[k—1]je viyo+yi = U+ ci%: ¢ >0,zai€ {k.n} je viyo +vy; = vk >0 in to je res dopustno
za dual problema nahrbthika. '

Sedaj moramo preveriti Se enakost vrednosti kriterijske funkcije:

Za primal:

V—V — " — Vgp—1

C1Ty + -t epy =cpt g1+ o
Vg
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Za dual:
Ck—1

c c
Vg + i+ s =V o el — v ol — Up
Uk U, Vk—1

To je res enako in po SID sta torej to optimalni resitvi.
o Ce predmetov ne smemo rezati: PoiS¢emo resitev spros¢enega problema in dobimo (1,...,1,,0,...,0). k—ta
spremenljivka je sedaj «, kar ni nujno € {0,1}. Razvejimo:
— 2 =0 ... isto, kot ¢e tega predmeta nimamo na voljo. ReSimo isti problem brez tega predmeta.
— x =1 ... re8imo isti problem brez tega predmeta z zmanjSanjem volumna. — ta predmet vzamemo.

Zgled. Imamo 6 predmetov. Prostornine: 10, 50, 100, 45, 5, 20. Cene: 10, 35, 40, 18, 2, 4. Kapaciteta nahrbtnika
je 100.

e Razmerja med cenami in volumni: 1; 0,7; 0,4; 0,4; 0,4; 0,2. Resitev spros¢enega problema je (1, 1, %, 0,0, 0).
Cena je 61. To ni kon¢na reSitev, ker ni celostevilska. Razvejimo:
— x3=1: (0,0,1,0,0,0) s ceno 40. Razvejitev ni potrebna, ker je resitev celostevilska.
— z3=0: (1,1,0,%,0,0) s ceno 61
x x4 =0: (1,1,0,0,1,1) s ceno 51
* x4 =1: (1,55,0,1,0,0) s ceno 59,5
- x9=0:(1,0,0,1,1,1) s ceno 34
-z = 1t (%, 1,0, 1,0,0) s ceno 58. Razvejimo x; = 0: (0,1,0,1,1,0) s ceno 55, z; = 1:
(1,1,0, 1z, z) preve¢ kapacitete zasedene, ni mozne resitve
e To pomeni, da je optimalna vrednost CLP 55 z resitvijo (1,1,0,0,1,1).
e Namesto 26 = 64 smo preu¢ili samo 9 moznosti.
e Kdaj ne razvejimo ve¢ (omejimo)?

— Ko je resitev sproséenega problema, ki jo dobimo, celostevilska.
— Ko je kapaciteta preseZena.

— Ko dobimo resitev spros¢enega problema, ki je slabsa od doslej najdene najboljse resitve CLP.

Zgled. Se en primer razveji in omeji na splosnem ILP: max 721 +9z2 p. p. —x1+322 <6, Tx1+22 < 35, 1,22 >0
in 1,29 € Z.
Najprej reSimo sprosc¢eni problem: V tem primeru je resitev z} = %

, x5 = 3. Ce bi bila ta resitev celostevilska,
bi konéali. Toda ni, razvejimo: z; < |a] ali z; > [a]. Torej razvejimo ( z

5,2) z vrednostjo 63:
o 1 < 4: (4, %) z vrednostjo 58

— 22 < 3: (4,3) z vrednostjo 55 — omejimo, celostevilska resitev

— x5 > 4: dobimo nedopusten primer
e z1 > 5: (5,0) z vrednostjo 35.

Optimalna resitev CLP je z* = (4, 3) z vrednostjo 55.
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